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INTRODUCTION
La géométrie diophantienne est un domaine de géométrie algébrique
qui s’intéresse aux points rationnels ou algébriques des variétés déﬁnies
sur un corps de nombres. Lorsque ces points sont denses pour la topo-
logie de Zariski dans la variété considérée, il est naturel d’étudier leur
répartition selon leur « taille » qui sera donnée par une hauteur. Plus
précisément, considérons une variété projective lisse X déﬁnie sur un
corps de nombres K de degré d, munie d’un ﬁbré en droites ample L et
d’une métrique adélique sur celui-ci. Une telle métrique permet de déﬁnir
une hauteur sur l’ensemble des points rationnels X(K), application à va-
leurs dans R+ que nous noterons HL,K . Nous disposons également d’une
hauteur dite absolue déﬁnie sur l’ensemble des points algébriques X(Q¯)
et que nous noterons HL. Toutes ces notions seront déﬁnies au chapitre
1. Par ailleurs, si x est un point algébrique de la variété X, nous pouvons
déﬁnir le degré sur K de celui-ci comme le degré de son corps résiduel
sur le corps K. La propriété de ﬁnitude de Northcott nous dit alors que,
pour tout nombre réel B > 0 et tout entier m > 1, l’ensemble
{x ∈ X(K¯) | degK(x) = m et HL(x) 6 B}
est ﬁni. Dans cette thèse, nous souhaitons étudier le comportement asymp-
totique du cardinal de cet ensemble, lorsque la borne B tend vers l’inﬁni,
dans certains cas particuliers.
La première variété qui fut l’objet de ces études est l’espace projec-
tif Pn lui-même. Il en général muni de la hauteur absolue Hn sur Pn(Q¯)
provenant de la métrique adélique dite usuelle sur le ﬁbré en droites
ample OPn(1). Il est alors question d’étudier
N(Pn, K,m,B) = #{x ∈ Pn(K¯) | degK(x) = m et Hn(x) 6 B}
3
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lorsque B tend vers l’inﬁni. Dans sa thèse de 1963 (qui a fait l’objet d’une
note [33] en 1964 puis d’un article [34] publié en 1979), Schanuel étudie
le cas m = 1 des points rationnels et montre que
N(Pn, K, 1, B) = SK(n)Bd(n+1) +O(Bd(n+1)−1 logB)
où le facteur logB du terme d’erreur peut être omis si (d, n) 6= (1, 1). La
constante du terme principal est explicite et vaut
SK(n) = (n+ 1)rK+sK−1
2rK (2π)sK√
|∆K |
n+1 hKRK
wKζK(n+ 1)
,
où rK est le nombre de plongements réels de K dans C, sK le nombre
de paires de plongements imaginaires conjugués de K dans C, ∆K le
discriminant de K, hK le nombre de classes d’idéaux de K, wK le nombre
de racines de l’unité de K, RK le régulateur de K et ζK la fonction zêta
du corps de nombres K. Ce résultat a ensuite été généralisé par Peyre à
toute hauteur adélique, comme conséquence du corollaire 6.2.18 et de la
proposition 3.3 de [31].
Théorème 1 (Peyre [31]). Soit H une hauteur sur Pn(K) associée à
une métrique adélique sur le ﬁbré anticanonique OPn(n+1). Alors, pour
tout ensemble ouvert U non vide de Pn
#{x ∈ U(K) | H(x) 6 B} ∼
B→+∞
CH(Pn)B
et CH(Pn) > 0 est explicite.
Dans le cas des points algébriques de degré m > 2, plusieurs résul-
tats sont également connus. Ainsi Schmidt ([36],1995) s’est intéressé aux
points quadratiques sur Q et a montré que
N(P1,Q, 2, B) =
8
ζ(3)
B6 +O(B4 logB),
N(P2,Q, 2, B) =
24 + 2π2
ζ(3)2
B6 logB +O(B6
√
logB)
et que pour tout n > 3, il existe un nombre réel explicite cn,2 > 0 tel que
N(Pn,Q, 2, B) = cn,2B2(n+1) +O(B2n+1).
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Dans sa thèse, Gao ([19], 1995) a poursuivi ce travail en considérant les
points de degré au moins 3. Il obtient, lorsque n > m > 3,
N(Pn,Q,m,B) = cn,mBm(n+1) +O(Bm(n+1)−1),
avec cn,m > 0. En revanche si 1 6 n 6 m, et toujours m > 3, il obtient
seulement un ordre de grandeur
N(Pn,Q,m,B) = eO(1)Bm(m+1).
Ainsi, sur le corps Q, le cas n 6 m se distingue du cas n > m. Cette
dichotomie est également présente chez Widmer ([41], 2009) qui a étudié
le cas général : il obtient un équivalent asymptotique de N(Pn, K,m,B)
lorsque n > 5
2
m + 4 + 2(dm)−1, où d = [K : Q]. Enﬁn, Masser et Vaa-
ler ([26], 2007) ont montré que pour tout corps de nombres K et tout
entier m > 2,
N(P1, K,m,B) = c1,m,KBm(m+1) +O(Bm(m+1)−1L),
où c1,m,K > 0, L = logB, si (m,K) = (2,Q) et L = 1, sinon. Hormis le
cas de la droite projective P1, ces résultats sont obtenus par une même
méthode. Celle-ci consiste à voir les points de degré m comme des points
rationnels d’une certaine extension de degré m. À extension ﬁxée, on
détermine ensuite une estimation du nombre de points de hauteur bornée
engendrant cette extension (on pourra consulter [36] ou [43] par exemple).
Le résultat est alors obtenu en sommant sur toutes les extensions. Une des
diﬃcultés est d’obtenir un « bon » terme d’erreur à la deuxième étape.
Le premier enjeu de cette thèse sera d’aborder ce problème sous un
nouvel angle s’appuyant sur des aspects géométriques et non plus uni-
quement algébriques. En eﬀet, si X est une variété projective sur K, on
peut considérer l’application, qui à un point x ∈ X(K¯) de degré m sur
K, associe l’image du m-uplet (x1, . . . , xm) ∈ Xm(K¯), formé des conju-
gués de x, dans la variété projective quotient Xm/Sm. Alors l’image de
cette application est contenue dans l’ensemble des points rationnels sur
K de Xm/Sm. Ceci nous permet de voir un point algébrique de X de
degré m sur K comme un point rationnel sur K d’une variété auxiliaire
Xm/Sm, appelée le produit symétrique m-ième de X. C’est une variété
projective notée SymmX. Ce point de vue met en lumière la dimension
géométrique du problème et le place dans un domaine de géométrie arith-
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métique très étudié. En eﬀet, le comportement asymptotique des points
rationnels de hauteur bornée est l’objet d’une conjecture, connue sous
le nom de conjecture de Manin, et initialement proposée par Batyrev et
Manin en 1990 [3]. Celle-ci peut-être formulée de la manière suivante.
Conjecture 2 (Batyrev – Manin, [3]). Soit X une variété projective
lisse de Fano, déﬁnie sur K. On munit le ﬁbré anticanonique ω−1X d’une
métrique adélique et la hauteur associée sur X(K) sera notée Hω−1
X
,L.
Alors il existe une extension ﬁnie L de K, un ensemble ouvert non vide
U de X et un nombre réel c > 0 tels que
#{x ∈ U(L) | Hω−1
X
,L(x) 6 B} ∼B→+∞ cB(logB)
rg PicX−1.
Cette conjecture a ensuite été précisée par Peyre en 1995 [31], qui a
donné une expression conjecturale de la constante c. Sous cette forme, la
conjecture a été démontrée pour de nombreuses variétés. Le théorème 1
traite le cas de l’espace projectif. Remarquons qu’il n’est dans ce cas pas
nécessaire de se restreindre à un ensemble ouvert de Pn ni d’étendre le
corps de base et que de plus, les points de Pn(K) de hauteur bornée
vériﬁent la même estimation sur tout ouvert non vide de Pn. La conjec-
ture 2 est également connues pour les variétés toriques [5], les variétés
de drapeaux [18] ou encore les compactiﬁcations équivariantes du groupe
additif [10].
Cependant, cette conjecture n’est pas vraie en général. Le premier
contre-exemple a été exhibé par Batyrev et Tschinkel [4] et montre que la
conjecture est incompatible avec les familles de variétés. S’il est toujours
nécessaire de pouvoir écarter certains sous-ensembles sur lesquels il y
aurait des phénomènes d’accumulations des points rationnels, il est trop
restrictif de demander que ces ensembles exceptionnels soient uniquement
les points rationnels de fermés stricts. En suivant une suggestion de Peyre,
nous considérerons la conjecture suivante.
Conjecture 3. Soit X une variété projective lisse, déﬁnie sur K et dont
le ﬁbré anticanonique ω−1X est gros. On munit ce ﬁbré d’une métrique
adélique. Alors il existe une extension ﬁnie L de K, un ensemble mince
Z ⊂ X(L) et un nombre réel c > 0 tels que
#{x ∈ X(L)− Z | Hω−1
X
,L(x) 6 B} ∼B→+∞ cB(logB)
rg PicV−1.
Un ensemble est mince s’il est l’image des points rationnels d’une
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certaine variété, par un morphisme génériquement ﬁni sans section ra-
tionnelle. Cette notion généralise les ensembles de points rationnels d’un
fermé strict, en prenant comme morphisme l’inclusion. Ainsi, la conjec-
ture 2 sera aussi appelée conjecture 3 forte.
Dans le chapitre 2, dont une partie du contenu est issu de l’article [25],
nous nous concentrerons sur le cas des courbes projectives, en particulier
de la droite projective P1. En eﬀet, le m-ième produit symétrique de
P1 est tout simplement l’espace projectif Pm. Ainsi, le théorème 1 nous
permet de donner, très facilement, une généralisation du théorème de
Masser et Vaaler tout en interprétant la constante du terme principal
de manière géométrique, à l’aide de volumes pour une certaine mesure
déﬁnie par Peyre. Nous en déduisons également la distribution des points
algébriques d’une courbe rationnelle.
Lorsque la variété X est une surface projective lisse de Fano, le pro-
duit symétrique SymmX n’est pas lisse pour m > 2. Cependant une
résolution des singularités est connue, donnée par le morphisme biration-
nel de Hilbert-Chow
ε : HilbmX → SymmX
où Hilbm est le schéma de Hilbert de m points sur X, variété projec-
tive lisse. Dans le chapitre 3, nous étudierons donc la conjecture 3 pour
la variété HilbmX munie d’une certaine hauteur. Nous donnerons les
propriétés géométriques de ce schéma de Hilbert nécessaires à l’énoncé
de la conjecture et à la déﬁnition de la constante de Peyre, à savoir le
ﬁbré anticanonique, le groupe de Picard et le cône eﬀectif. Nous montre-
rons également que les conjectures fortes sur X et sur HilbmX sont en
général incompatibles (corollaire 3.15), ce qui donne de nouveaux contre-
exemples à la conjecture de Manin 2. Les résultats du chapitre 2 nous
serviront à montrer que les produits symétriques de certaines courbes
rationnelles peuvent être accumulateurs (proposition 3.16), sans pour
autant constituer de contre-exemple à la conjecture 2 (proposition 3.17).
Nous étudions également le cas des points quadratiques sur les courbes
de genre supérieur.
Enﬁn, dans le chapitre 4, nous étudierons plus précisément les cas
des surfaces P2 et P1 × P1. Pour la première, nous verrons comment
le résultat de Schmidt pour les points quadratiques de P2 permet de
montrer la conjecture 2 sur Hilb2P2, pour une certaine hauteur (théo-
rème 4.2). L’ensemble exceptionnel de notre théorème contient un sous-
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ensemble Y mince et dense dont la contribution est du même ordre de
grandeur que l’estimation de la conjecture 2. Si nous n’écartons pas
ce sous-ensemble Y , nous obtenons que la conjecture 2 est vraie pour
Hilb2P2, mais la constante du terme principal n’est pas celle déﬁnie par
Peyre. Pour ﬁnir, nous montrerons que Hilb2(P1 ×P1) vériﬁe la conjec-
ture 3 et constitue un contre-exemple à la conjecture 2. En eﬀet, nous
allons montrer la conjecture 1.24 avec Z un ensemble mince et dense
de Hilb2(P1 × P1)(Q) strictement accumulateur, dont nous détermine-
rons précisément la contribution. L’ensemble Z sera une union disjointe
Z = Z1 ∪ Z2 ∪ Z3, avec Z3 le fermé strict de Hilb2(P1 ×P1)Q au-dessus
du lieu singulier de Sym2(P1×P1), Z1 ⊂ Hilb2(P1×P1)(Q) un ensemble
mince et dense et Z2 ⊂ Hilb2(P1×P1)(Q) un ensemble mince inclus, lui,
dans une sous-variété stricte de Hilb2(P1 ×P1). Nous montrerons alors,
pour une certaine hauteur anticanonique Hω−1,Q sur Hilb
2(P1×P1)(Q),
le théorème suivant (théorème 4.4).
Théorème 4. Il existe des nombres réels explicites et strictement positifs
c1, c2 et c3 tels que
1. pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb2(P1 ×P1),
#{z ∈ U(Q) ∩ Z1 | Hω−1,Q(z) 6 B} ∼
B→+∞
c1B log
3B;
2. lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{z ∈ Z2(Q) | Hω−1,Q(z) 6 B}∼c2B3/2;
3. lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{z ∈ Hilb2(P1 ×P1)(Q)− Z | Hω−1,Q(z) 6 B}∼c3B log2B
où c3 est la constante déﬁnie par Peyre pour la hauteur Hω−1,Q et
vaut
c3 =
1
4
(16 + π2)
∏
p premier
(
1− 7
p3
+
1
p4
− 1
p7
)
.
Le contre-exemple à la conjecture forte est donné par l’ensemble mince
et dense Z1 et porte sur la puissance du logB, comme dans le contre-
exemple de Batyrev-Tschinkel.
Pour démontrer ce théorème, nous utiliserons la méthode générale-
ment employée et nous baserons plus particulièrement sur le travail de
Introduction 9
Schmidt [36] sur les points quadratiques. Nous commencerons par dé-
terminer le nombre de points quadratique de P1 × P1 déﬁnis sur une
certain corps quadratique L, c’est-à-dire une version améliorée du théo-
rème de Schanuel dans lequel la dépendance en L est précisée dans le
terme d’erreur. La deuxième étape est de sommer sur tous les corps qua-
dratiques L les constantes du terme principal et du terme d’erreur. La
borne de Silverman sur le discrimant montre que ces sommes sont ﬁnies.
Ces sommes seront calculées au chapitre 5. La démonstration utilise le
résultat suivant.
Théorème 5. Soit, pour ∆ un discriminant d’un corps quadratique, la
fonction L de Dirichlet donnée par
L(s,∆) =
∞∑
n=1
(
∆
n
)
n−s,
où
(
∆
n
)
est le symbole de Kronecker. Alors pour tout δ > 0,
∑
|∆|6Y
L(1,∆)2
L(2,∆)2
= ζ(2)2
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)
Y +O
(
Y 5/6+δ
)
.
Notations
Nous introduisons ici les notations valables pour l’ensemble de ce
texte.
Soit K un corps de nombres de degré d. Nous noterons MK l’en-
semble des places de K, MK,f l’ensemble des places ﬁnies de K et OK
l’anneau des entiers algébriques de K. De plus, rK désignera le nombre
de plongements réels de K, sK le nombre de paires de plongements com-
plexes conjugués de K, ∆K le discriminant de K, hK le nombre de classes
d’idéaux de K, wK le nombre de racines de l’unité de K, RK le régulateur
de K et ζK la fonction zêta du corps de nombres K.
L’ensemble MQ sera identiﬁé à l’ensemble
{p | p =∞ ou p nombre premier};
nous noterons |·|∞ la restriction à Q de la valeur absolue usuelle de R
et |·|p, si p est un nombre premier, la valeur absolue p-adique vériﬁant
|p|p = 1p . Nous déﬁnissons alors Qp comme le complété de Q pour la
topologie donnée par valeur absolue |·|p. Sa clôture algébrique Q¯p possède
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une unique valeur absolue prolongeant |·|p, qui sera toujours notée |·|p. Si
p =∞, Qp = R et Q¯p = C est complet et algébriquement clos. Si p est
un nombre premier, ce n’est pas le cas, mais le complété Cp de (Q¯p, |·|p)
est, lui, algébriquement clos. Le prolongement de la valeur absolue |·|p de
Q¯p à Cp sera toujours noté |·|p.
Lorsque K est un corps de nombres quelconque, nous noterons |·|v
le représentant de la place v ∈ MK dont la restriction à Q est l’une des
valeurs absolues surQ déﬁnies ci-dessus et nous noterons pv la place deQ
correspondante. Ces valeurs absolues sont de la forme x 7→ |σ(x)|pv où σ
est un plongement de K dans Cpv . Comme précédemment, Kv désignera
le complété de K pour la topologie induite par v et Cv le complété de la
clôture algébrique de Kv. Le nombre dv de plongements de K dans Cpv
est alors égal au degré [Kv : Qpv ].
Ces valeurs absolues vériﬁent la formule du produit : pour tout x ∈
K∗,
(1)
∏
v∈MK
|x|dvv = 1.
CHAPITRE 1
HAUTEURS ADÉLIQUES ET
CONJECTURE DE MANIN
Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler la notion de mé-
trique adélique sur un ﬁbré en droites d’une variété projective. Une telle
métrique permet de déﬁnir une hauteur sur l’ensemble des points algé-
briques de la variétés. Nous en donnerons quelques propriétés classiques.
Enﬁn, nous énoncerons une variante de la conjecture de Manin, por-
tant sur le nombre de points rationnels de hauteur bornée, et verrons le
lien géométrique de celle-ci avec le problème de la répartition des points
algébriques de hauteur bornée.
Dans tout ce chapitre, on considère une variété projective V déﬁnie
sur un corps de nombres K de degré d et munie d’un ﬁbré en droites L.
1.1 Fibrés en droites adéliquement métrisés
Nous commençons ici par rappeler la notion de métrique adélique sur
le ﬁbré en droites L comme déﬁnie par S. Zhang [44] ou encore [31].
1.1.1 Métriques sur un fibré en droites
Définition 1.1. Une métrique sur L est la donnée, pour toute place v
surK, d’une application qui à tout point x ∈ V (Cv) associe une norme ‖·‖v
sur L(x) = Cv ⊗OV,x Lx telle que, pour tout ensemble ouvert U de V et
toute section s ∈ Γ(U,L),
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1. l’application x 7→ ‖s(x)‖v soit continue sur U(Cv) pour la topologie
v-adique ;
2. pour tout x ∈ U(Cv) et tout σ ∈ Gal(Cv/Kv),
‖σ(s)(x)‖v = ‖s(xσ)‖v .
Remarque 1.2. Ici, on se ﬁxe un plongement V ⊂ Pn et les actions
du groupe de Galois Gal(Cv/Kv) sur Cv ⊗ Γ(U,L) et sur U(Cv) sont
données, pour tout σ ∈ Gal(Cv/Kv), tout s = ∑i ci⊗fi ∈ Cv⊗Γ(U,L)
et tout point x = [x0 : x1 : . . . : xn] ∈ U(Cv), par
σ(s) :=
∑
i
σ(ci)⊗ fi
et
xσ := [σ−1(x0) : σ−1(x1) : . . . : σ−1(xn)],
respectivement.
Exemple 1.3. Si L est très ample et (s1, . . . , sq) est une base de Γ(V,L),
les normes ‖·‖v déﬁnies, pour tout x ∈ V (Cv) et pour toute section
s ∈ Γ(V,L) ne s’annulant pas en x, par
‖s(x)‖v =
(
max
16i6q
∣∣∣∣∣si(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
)−1
,
donnent une métrique sur L, que nous appellerons métrique usuelle pour
la base (s1, . . . , sq).
L’ensemble des métriques est muni de plusieurs opérations, dont le
produit et le tiré en arrière que nous décrivons maintenant.
Métrique produit — Étant données deux métriques (‖·‖1,v)v∈MK
et (‖·‖2,v)v∈MK sur des ﬁbrés en droites L1 et L2 respectivement, nous
pouvons munir le ﬁbré en droites L1⊗L2 d’une métrique adélique produit
donnée, pour tout ensemble ouvert U de V , toutes sections s1 ∈ Γ(U,L1)
et s2 ∈ Γ(U,L2) et tout x ∈ U(Cv), par
‖s1 ⊗ s2(x)‖v = ‖s1(x)‖1,v ‖s2(x)‖2,v .
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Métrique tirée en arrière — Soient V et V ′ deux variétés projec-
tives et f : V ′ → V un morphisme. Soit L un ﬁbré en droites sur V muni
d’une métrique (‖·‖v)v∈MK . Alors, pour tout x ∈ V ′,
(f ∗L)(x) = L(f(x)).
De plus, l’application V ′(Qv) → V (Qv) induite par f est continue pour
toute place v. Par conséquent, le ﬁbré en droites f ∗L sur V ′ est naturel-
lement muni d’une métrique donnée, pour tout ensemble ouvert U de V ,
toute section s ∈ Γ(U,L) et tout x ∈ f−1(U)(Cv), par
‖(f ∗s)(x)‖v = ‖s(f(x))‖v .
1.1.2 Métriques adéliques sur un fibré très ample
Une métrique adélique sur un ﬁbré en droites L est une métrique qui
vériﬁe une condition supplémentaire, de nature globale. Nous commen-
çons par le cas où L est très ample.
Définition 1.4. Supposons L très ample. Soient (s0, . . . , sn) une base de
l’espace des sections globales Γ(V,L) et (‖·‖v)v∈MK une métrique sur L.
Notons, pour tout x ∈ V (Cv),
δv(x) = log
(
‖s(x)‖v max06i6n
∣∣∣∣∣si(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
)
,
où s ∈ Γ(V,L) est une section quelconque ne s’annulant pas en x. La
métrique (‖·‖v)v∈MK sera dite adélique si
1. Pour toute place v ∈MK , la fonction δv est bornée sur V (Cv) ;
2. Pour presque toute place v ∈MK , δv = 0.
La condition 1 n’est pas vide puisque, même si V est projective, V (Cv)
n’est pas compact si v n’est pas archimédienne. Le lemme suivant assure,
en particulier, que cette déﬁnition ne dépend pas de la base de Γ(L, V )
choisie.
Lemme 1.5. Soit L un ﬁbré en droites très ample sur V muni d’une mé-
trique (‖·‖v)v∈MK . Soient (s0, . . . , sn) une base de Γ(V,L) et (τ0, . . . , τq)
une famille de sections de Γ(V,L) sans point base sur V . Pour x ∈ V (Cv)
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et s ∈ Γ(V,L) non nulle en x, on note
ǫv(x) = log
(
‖s(x)‖v max06j6q
∣∣∣∣∣τj(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
)
.
Alors, δv − ǫv est bornée pour toute place v et nulle pour presque toute
place v.
Démonstration. On a un plongement ϕ : V →֒ Pn tel que L = ϕ∗OPn(1)
et pour tout i, une section yi de OPn(1) correspondant à la i-ième coor-
donnée homogène et telle que si = ϕ∗yi. Alors, pour tout j,
τj = ϕ∗(φj(y0, . . . , yn)),
où les φj sont des formes linéaires en (y0, . . . , yn). On a alors, pour
tout x ∈ V (Cv),
(δv − ǫv)(x) = log
(
max06i6n |yi|v
max06j6q |φj(y0, . . . , yn)|v
)
,
où y = ϕ(x), de coordonnées homogènes [y0 : . . . : yn].
Notons, pour tout j ∈ {0, 1, . . . , q},
φj = a0,jy0 + a1,jy1 + · · ·+ an,jyn,
avec ai,j ∈ K pour tout (i, j). Alors, pour tout j ∈ {0, 1, . . . , q},
|φj(y0, . . . , yn)|v 6 cv max06i6n |yi|v ,
avec
cv =

max
i,k
{
|ai,k|v
}
, si v est ultramétrique ;
max
k
( n∑
i=0
|ai,k|v
)
, sinon.
Ainsi,
(δv − ǫv)(x) > log
( 1
cv
)
,
et de plus, cv = 1 pour presque toute place v.
Pour l’inégalité inverse, notons P1, . . . , Pr des polynômes homogènes dé-
ﬁnissant la variété ϕ(V ), c’est-à-dire ϕ(V ) = V(P1, . . . , Pr). Puisque le
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système (τ0, . . . , τq) est sans point base,
V(P1, . . . , Pr, φ0, . . . , φq) = ∅.
Par le théorème des zéros de Hilbert dans sa version homogène, il existe
un entier naturel non nul t et des polynômes homogènes Gi,j, Hi,j tels
que
yti =
r∑
j=1
Gi,j(y)Pj(y) +
q∑
j=0
Hi,j(y)φj(y),
pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n} et tout y ∈ Pn. Alors pour tout
point y = [y0 : . . . : yn] ∈ ϕ(V ),
yti =
q∑
j=0
Hi,j(y)φj(y).
Ainsi, les Hi,j sont de degré t− 1 et nous obtenons, sur ϕ(V )(Cv),
|yi|tv 6 c′v max06ℓ6n |yℓ|
t−1
v max06j6q
|φj(y)|v ,
avec
c′v =

max
ℓ,j
(
max
{
|h|v , h coeﬃcient de Hℓ,j
})
, si v est ultramétrique
max
ℓ
( q∑
j=0
∑
h coefficient
de Hℓ,j
|h|v
)
, sinon.
Par conséquent,
max
06i6n
|yi|v 6 c′v max06j6q |φj(y)|v ,
et donc,
(δv − ǫv)(x) 6 log
(
1
c′v
)
,
avec c′v = 1 pour presque toute place v.
Remarque 1.6. 1. La métrique usuelle déﬁnie dans l’exemple 1.3 est
adélique.
2. Si (‖·‖v)v∈MK est une métrique sur un ﬁbré en droites L très ample,
la continuité de δv implique la condition de continuité de la métrique
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dans la déﬁnition 1.1.
Enﬁn, signalons une propriété importante des métriques adéliques.
Proposition 1.7. Si (‖·‖v)v∈MK est une métrique adélique sur L, x est
un point de V (Q¯) et s ∈ Γ(V,L) ne s’annule pas en x, alors ‖s(x)‖v = 1,
sauf pour un nombre ﬁni de places v ∈MK.
1.1.3 Métriques adéliques sur un fibré quelconque
Si L n’est pas très ample, il est tout de même toujours possible de
l’écrire sous la forme L = L1⊗L−12 où L1 et L2 sont des ﬁbrés en droites
très amples sur V (cela se déduit du fait que si L est un ﬁbré en droites
et M un ﬁbré en droites très ample, il existe un entier k > 0 tel que le
ﬁbré L⊗M⊗k soit très ample ; voir [37, page 22]). Nous déﬁnissons alors
une métrique adélique sur un ﬁbré en droites L quelconque de la manière
suivante.
Définition 1.8. Soit L est un ﬁbré en droites sur la variété projective V
muni d’une métrique (‖·‖v)v∈MK . Cette métrique sera dite adélique s’il
existe deux ﬁbrés en droites très amples L1 et L2 munis de métriques
adéliques (‖·‖1,v)v∈MK et (‖·‖2,v)v∈MK , respectivement, tels que
1. L = L1 ⊗ L−12 ;
2. la métrique (‖·‖1,v)v∈MK est la métrique produit de (‖·‖v)v∈MK et
(‖·‖2,v)v∈MK sur L1 = L ⊗ L2.
Ces déﬁnitions sont compatibles au produit et au tiré en arrière de
métriques, comme le montrent les deux propositions suivantes.
Proposition 1.9. Soient L1 et L2 deux ﬁbrés en droites sur V munis
de métriques adéliques. Alors la métrique produit induite sur L1⊗L2 est
également adélique.
Démonstration. Supposons L1 et L2 très amples et munis des métriques
adéliques (‖·‖v,1)v∈MK et (‖·‖v,2)v∈MK , respectivement. Nous noterons
(‖·‖v)v∈MK la métrique produit sur L1 ⊗ L2. Soit (s0, . . . , sn) une base
de Γ(V,L1), soit (τ0, . . . , τm) une base de Γ(V,L2) et soient ϕ1 : V →֒ Pn
et ϕ2 : V →֒ Pm des plongements tels que ϕ∗1xi = si et ϕ∗2x′j = τj, pour
tous i, j, où xi (respectivement x′i) désigne la section de OPn(1) (respec-
tivement OPm(1)) correspondant à la i-ème coordonnée homogène. Le
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plongement de Segre φ : Pn ×Pm →֒ Pnm+n+m induit un plongement
ϕ : V −→ Pnm+n+m
x 7−→ φ(ϕ1(x), ϕ2(x))
tel que
ϕ∗OPnm+n+m(1) = L1 ⊗ L2.
Par conséquent, le ﬁbré en droites L1 ⊗ L2 est également très ample et
Γ(V,L1 ⊗ L2) est engendré par les sections si ⊗ τj, pour 0 6 i 6 n,
0 6 j 6 m. Soit alors, pour s ∈ Γ(V,L1), τ ∈ Γ(V,L2) et x ∈ V (Cv),
δv(x) = log
(
‖s⊗ τ(x)‖vmaxi,j
∣∣∣∣∣si ⊗ τj(x)s⊗ τ(x)
∣∣∣∣∣
v
)
.
On a
δv(x) = log
(
‖s(x)‖vmaxi
∣∣∣∣∣si(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
)
︸ ︷︷ ︸
δv,1(x)
+ log
(
‖τ(x)‖vmaxj
∣∣∣∣∣τj(x)τ(x)
∣∣∣∣∣
v
)
︸ ︷︷ ︸
δv,2(x)
.
Les métriques (‖·‖v,1)v∈MK et (‖·‖v,2)v∈MK étant adéliques, les fonctions
δv,1 et δv,2 sont bornées pour toute place et nulles pour presque toute
place. C’est donc également le cas pour la fonction δv et la métrique
(‖·‖v)v∈MK est adélique.
Le cas général s’en déduit alors facilement en remarquant que
si L1 =M1 ⊗M−12 et L2 =M3 ⊗M−14 , pour des ﬁbrés en droites très
amples Mi, alors
L1 ⊗ L2 = (M1 ⊗M3)⊗ (M2 ⊗M4)−1.
Proposition 1.10. Soient L un ﬁbré en droites sur V muni d’une mé-
trique adélique et f : V ′ → V un morphisme de variétés projectives. Alors
la métrique induite sur f ∗L est adélique.
Démonstration. Comme précédemment, il suﬃt de traiter le cas où L
est très ample. Notons (‖·‖v)v∈MK la métrique adélique sur L. Le ﬁbré
en droites L′ = f ∗L est muni de la métrique, toujours notée (‖·‖v)v∈MK ,
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vériﬁant, pour tout x ∈ V ′(Cv) et toute s ∈ Γ(V,L),
‖(f ∗s)(x)‖v = ‖s(f(x))‖v .
De plus, il existe un ﬁbré en droites très ample L1 sur V ′ tel que le produit
tensoriel L′⊗L1 soit très ample. On munit alors L1 d’une métrique adé-
lique usuelle (‖·‖1,v)v∈MK , déﬁnie dans l’exemple 1.3. Nous obtenons une
métrique produit (‖·‖2,v)v∈MK sur le ﬁbré L2 = L′ ⊗ L1. Montrons alors
que cette dernière est adélique. Soient (s1, . . . , sn) une base de Γ(V ′,L2),
(τ1, . . . , τq) une base de Γ(V ′,L1) et (σ1, . . . , σp) une base de Γ(V,L).
Alors la famille (f ∗σi ⊗ τj)i,j de sections de L2 est sans point base. No-
tons, pour x ∈ V ′(Cv) et s = f ∗σ ⊗ τ ∈ Γ(V ′,L2) non nulle en x,
δv(x) = log
(
‖s(x)‖2,v max16i6n
∣∣∣∣∣si(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
)
et
ǫv(x) = log
‖s(x)‖2,v max16i6p
16j6q
∣∣∣∣∣(f ∗σi ⊗ τj)(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
 .
D’après le lemme 1.5, δv − ǫv est bornée pour toute place et nulle pour
presque toute place. De plus,
ǫv(x) = log
(
‖σ(f(x))‖v max16i6p
∣∣∣∣∣σi(f(x))σ(f(x))
∣∣∣∣∣
v
)
+log
(
‖τ(x)‖1,v max16j6q
∣∣∣∣∣τj(x)τ(x)
∣∣∣∣∣
v
)
.
Les métriques sur L et sur L1 étant adéliques, la fonction ǫv est bornée
pour toute place v et nulle pour presque toute place. Par conséquent, δv
est également adélique.
1.2 Hauteurs associées à une métrique
adélique
Soient V une variété projective déﬁnie sur K et L un ﬁbré en droites
sur V . Nous supposerons à partir de maintenant que L est muni d’une
métrique adélique (‖·‖v)v∈MK . Nous déﬁnissons maintenant des hauteurs
sur V (K) et V (Q¯) relatives à cette métrique.
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1.2.1 Définitions
Commençons par énoncer un lemme sur lequel reposent les déﬁnitions.
Remarquons d’abord que si L est une extension ﬁnie deK, toute métrique
adélique (‖·‖v)v∈MK sur L induit une métrique adélique (‖·‖w)w∈ML sur
L ⊗K L, avec, pour toute w ∈ML divisant v ∈MK , ‖·‖ w = ‖·‖v.
Lemme 1.11. Soient V une variété projective déﬁnie sur K et L un ﬁbré
en droites sur V muni d’une métrique adélique (‖·‖v)v. Soient x ∈ V (Q¯),
L un corps de nombres tel que x ∈ V (L) et s une section locale de L ne
s’annulant pas en x.
1. ‖s(x)‖v = 1 sauf pour un nombre ﬁni de places v ∈ML.
2. La quantité ∏
v∈ML
‖s(x)‖−[Lv :Qv ]v
est un produit ﬁni et ne dépend pas du choix de la section s.
3. La quantité ∏
v∈ML
‖s(x)‖−[Lv :Qv ]/[L:Q]v
ne dépend pas, de plus, du choix de L.
Démonstration. La première partie vient du fait que, pour tout a ∈ L∗,
|a|v = 1
pour presque toute place (ﬁnie) v ∈ ML. La deuxième partie découle de
la formule du produit (1) énoncée en introduction. Enﬁn, si F est une
extension de L∏
w∈MF
‖s(x)‖−[Fw:Qpw ]/[F :Q]w =
∏
v∈ML
∏
w∈MF
w|v
‖s(x)‖−[Fw:Qpv ]/[F :Q]v
=
∏
v∈ML
‖s(x)‖−[Lv :Qpv ]/[L:Q]v ,
compte tenu de la formule∑
w∈MF
w|v
[Fw : Lv] = [F : L].
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Nous pouvons maintenant déﬁnir une hauteur sur l’ensemble V (K)
des points rationnels de V et une hauteur absolue, sur l’ensemble des
points algébriques de V .
Définition 1.12. Soit (‖·‖v)v∈MK une métrique adélique sur le ﬁbré en
droites L. La hauteur (exponentielle) HL,K sur V (K) associée à cette
métrique est donnée par
HL,K(x) =
∏
v∈MK
‖s(x)‖−[Kv :Qv ]v ,
où s est une section locale de L ne s’annulant pas en x.
Si x ∈ V (K¯) est déﬁni sur une extension L de K, nous pouvons
considérer sa hauteurHL,L(x), mais celle-ci dépend de l’extension choisie.
La partie 3 du lemme 1.11 permet de se débarrasser de ce problème.
Définition 1.13. Soit (‖·‖v)v∈MK une métrique adélique sur L. La hau-
teur absolue (exponentielle) HL sur V (Q¯) associée à cette métrique est
donnée par
HL(x) =
∏
v∈ML
‖s(x)‖−[Lv :Qv ]/[L:Q]v ,
où L est un corps de nombres tel que x ∈ V (L) et s ∈ Γ(V,L) ne s’annule
pas en x.
Remarque 1.14. Si HL et H ′L sont deux hauteurs associées à des mé-
triques adéliques sur L, alors la déﬁnition 1.4 assure qu’il existe des
constantes strictement positives c et c′ telles que, pour tout x ∈ V (Q¯),
cH ′L(x) 6 HL(x) 6 c
′H ′L(x).
Exemple 1.15. Soit (s0, s1, . . . , sn) la base usuelle de Γ(Pn,OPn(1)),
correspondant aux coordonnées homogènes. La métrique usuelle est don-
née, pour toute place v, tout x ∈ Pn(Cv) et tout s ∈ Cv⊗Γ(Pn,OPn(1))
ne s’annulant pas en x, par
‖s(x)‖v =
(
max
{∣∣∣∣∣s0(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
, . . . ,
∣∣∣∣∣sn(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
})−1
.
Soit x = [x0 : x1 : . . . : xn] ∈ Pn(K) tel que xi 6= 0. Alors si ne s’annule
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pas en x et on a
‖si(x)‖v =
|xi|v
max{|x0|v , . . . , |xn|v}
,
d’où
HOPn (1),K(x) =
∏
v∈MK
max{|x0|v , . . . , |xn|v}dv
|xi|dvv
=
∏
v∈MK
max{|x0|v , . . . , |xn|v}dv
par la formule du produit (1). On retrouve la hauteur usuelle sur l’espace
projectif, que nous noterons Hn,K . La hauteur absolue associée sera notée
Hn.
Exemple 1.16. Une autre hauteur sur l’espace projectif souvent utili-
sée est celle donnée par la métrique usuelle sur OPn(1) aux places ﬁnies,
comme ci-dessus, et pour v place inﬁnie, tout x ∈ Pn(Cv) et toute sec-
tion s de Cv ⊗ Γ(Pn,OPn(1)) ne s’annulant pas en x, par
‖s(x)‖v =
∣∣∣∣∣s0(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
+ · · ·+
∣∣∣∣∣sn(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
−1/2 .
La hauteur associée sur Pn(K) sera notée Hn,e,K et la hauteur absolue
sera notée Hn,e.
Citons maintenant quelques propriétés de ces hauteurs qui découlent
directement des déﬁnitions.
1.2.2 Propriétés
Proposition 1.17. Soit L un ﬁbré en droites sur V muni d’une métrique
adélique. Alors, pour tout x ∈ V (Q¯) et tout σ ∈ Gal(Q¯/Q),
HL(xσ) = HL(x).
Proposition 1.18. Soient L et L′ deux ﬁbrés en droites sur V muni de
métriques adéliques. La hauteur donnée par la métrique adélique produit
sur L ⊗ L′ vériﬁe, pour tout x ∈ V (Q¯)
HL⊗L′(x) = HL(x)HL′(x).
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Proposition 1.19. Soient f : W → V un morphisme et L un ﬁbré en
droites sur V muni d’une métrique adélique. La métrique adélique tirée
en arrière de celle-ci sur le ﬁbré en droites f ∗L de W induit une hau-
teur Hf∗L vériﬁant, pour tout x ∈ W (Q¯),
Hf∗L(x) = HL(f(x)).
Enﬁn, ces hauteurs vériﬁent la propriété de ﬁnitude, aussi appelée
propriété de Northcott suivante.
Proposition 1.20 (Finitude). Soit L un ﬁbré en droites ample sur V
muni d’une métrique adélique. Alors, pour tout entier naturel m > 1 et
tout nombre réel B > 1, l’ensemble
{x ∈ V (Q¯) | [Q(x) : Q] = m et HL(x) 6 B}
est ﬁni, où Q(x) désigne le corps résiduel de V en x.
Démonstration. Quitte à changer L en L⊗k, pour un certain entier k,
et la hauteur HL en HkL, on peut supposer que L est très ample. Nous
avons donc un plongement ϕ : V →֒ Pn tel que ϕ∗OPn(1) = L. La mé-
trique usuelle sur OPn(1) induit une métrique adélique sur L, donnant la
hauteur Hn◦ϕ, où Hn est la hauteur absolue usuelle sur l’espace projectif
Pn . D’après la remarque 1.14, il existe une constante c > 0 telle que
HL > c Hn ◦ ϕ.
Ainsi, on est ramené à montrer que l’ensemble
{x ∈ Pn(Q¯) | [Q(x) : Q] = m et Hn(x) 6 B}
est ﬁni, ce qui est exactement le théorème de Northcott [30] (on pourra
aussi consulter, par exemple, [8] théorème 1.6.8.).
En particulier, pour tout corps de nombresK et toute hauteurHOPn (1)
sur Pn(Q¯) relative au ﬁbré en droites OPn(1), l’ensemble
{x ∈ Pn(K¯) : [K(x) : K] = m et HOPn (1)(x) 6 B}
est ﬁni. Nous noteronsN(Pn, K,m,B) le cardinal de cet ensemble, lorsque
la hauteur choisie est Hn, déﬁnie dans l’exemple 1.15. Plusieurs études
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ont déjà été menées pour donner une formule asymptotique de ce cardinal
lorsque B tend vers l’inﬁni.
Le théorème de Schanuel, annoncé en 1964 et publié en 1979, résout
le cas m = 1 des points rationnels sur K.
Théorème 1.21 (Schanuel [33, 34]). Lorsque B tend vers l’inﬁni, nous
avons
N(Pn, K, 1, B) = SK(n)Bd(n+1) +O(Bd(n+1)−1 logB)
avec
SK(n) = (n+ 1)rK+sK−1
2rK (2π)sK√
|∆K |
n+1 hKRK
wKζK(n+ 1)
.
De plus, le facteur logB du terme d’erreur peut être omis
si (d, n) 6= (1, 1).
Citons également les résultats de Schmidt sur les points quadratiques
et celui de Masser et Vaaler sur la droite projective auxquels nous revien-
drons, respectivement au chapitre 4 et au chapitre 2.
Théorème 1.22 (Schmidt [36]). Lorsque B tend vers l’inﬁni,
N(P1,Q, 2, B) =
8
ζ(3)
B6 +O(B4 logB),
N(P2,Q, 2, B) =
24 + 2π2
ζ(3)2
B6 logB +O(B6
√
logB)
et pour tout n > 3, il existe un nombre réel explicite cn,2 > 0 tel que
N(Pn,Q, 2, B) = cn,2B2(n+1) +O(B2n+1).
Théorème 1.23 (Masser-Vaaler [26]). Soient K un corps de nombres
de degré d et m un entier non nul. On note
NK(B) = #{α ∈ P1(K¯) | [K(α) : K] = m et H1(α) 6 B}.
Lorsque B tend vers l’inﬁni,
NK(B) = mVR(m)rKVC(m)sKSK(m)Bdm(m+1) +O(Bdm(m+1)−1L),
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où
L =
log(B) si (d,m) = (1, 1) ou (d,m) = (1, 2),1 sinon,
et VR(m) et VC(m) sont des constantes strictement positives déﬁnies
comme suit
VR(m) = (m+ 1)⌊(m−1)/2⌋
⌊(m−1)/2⌋∏
i=1
(2i)m−2i
(2i+ 1)m+1−2i
,
et
VC(m) =
(m+ 1)m+1
((m+ 1)!)2
.
La constante SK(m) est la constante du théorème de Schanuel 1.21.
Dans la suite, nous souhaitons aborder ce problème d’une manière
diﬀérente de ce qui a été fait jusqu’à maintenant dans la littérature. Nous
allons rapprocher celui-ci de la conjecture de Manin, c’est-à-dire du cas
des points rationnels. Cependant, au lieu de voir les points algébriques
sur K d’une variété comme des points rationnels de cette même variété
sur des extensions ﬁnies de K, nous allons voir ceux-ci comme des points
rationnels sur K de la variété produit symétrique.
1.3 Conjecture de Manin et produit
symétrique
1.3.1 Énoncé de la conjecture
La conjecture de Manin propose une formule asymptotique pour le
nombre de points rationnels de hauteur bornée d’une variété projective
lisse déﬁnie sur un corps de nombres. Celle-ci a été énoncée par Batyrev
et Manin dans [3] et complétée par Peyre dans [31].
Une version faible de cette conjecture, à considérer plutôt comme une
question, peut être formulée de la manière suivante.
Conjecture 1.24. Soit V une variété projective lisse déﬁnie sur un corps
de nombres K et dont le ﬁbré anticanonique ω−1V est gros. On se donne
une métrique adélique sur le ﬁbré en droites ω−1V et on notera Hω−1
V
,K la
hauteur exponentielle sur V (K) associée. Alors il existe une extension
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ﬁnie L de K et un ensemble mince Z ⊂ V (L) tels que
#{x ∈ V (L)− Z | Hω−1
V
,L(x) 6 B} ∼B→+∞ CHω−1V ,L(V )B(logB)
rg Pic(V )−1,
où CH
ω
−1
V
,L
(V ) est la constante déﬁnie par Peyre dans [31].
Nous déﬁnirons plus précisément la constante de Peyre au paragraphe
suivant. Un ensemble mince, au sens de [37], est déﬁni comme suit.
Définition 1.25. Soit V une variété déﬁnie sur K. Un ensemble mince
de V (K) est une réunion ﬁnie d’ensembles de la forme f(Y (K)), où Y est
une variété intègre sur K et f : Y → V est un morphisme génériquement
ﬁni sans section rationnelle sur K.
La conjecture 1.24 permet d’écarter un ensemble exceptionnel Z pour
pouvoir éviter les phénomènes d’accumulation.
Définition 1.26. Soit V une variété déﬁnie sur K et L une extension
ﬁnie de K. Un sous-ensemble F de V (L) sera dit
1. a priori fortement accumulateur pour la hauteur Hω−1
V
,L si, pour
tout ensemble mince Z de V (L) qui ne contient pas F ,
lim sup
B→+∞
#{x ∈ F − Z | Hω−1
V
,L(x) 6 B}
B(logB)rg(PicV )−1
= +∞.
2. a priori faiblement accumulateur pour la hauteur Hω−1
V
,L si, pour
tout ensemble mince Z de V (L) qui ne contient pas F ,
lim sup
B→+∞
#{x ∈ F − Z | Hω−1
V
,L(x) 6 B}
B(logB)rg(PicV )−1
∈ R>0.
Remarque 1.27. Nous précisons dans cette que les ensembles sont a
priori accumulateur, car nous comparons la contribution de l’ensemble
F avec la prédiction de la conjecture 1.24. Si la variété V vériﬁe la conjec-
ture 1.24 sur le corps de nombres L pour la hauteur Hω−1
V
,L, nous diront
simplement fortement accumulateur ou faiblement accumulateur. Nous
pouvons également déﬁnir les ensembles fortement accumulateurs de la
manière suivante : il existe un ensemble mince Z tel que, pour tout en-
semble mince Z ′ de V (L) qui ne contient pas F ,
lim sup
B→+∞
#{x ∈ F − Z ′ | Hω−1
V
,L(x) 6 B}
#{x ∈ V (L)− Z | Hω−1
V
,L(x) 6 B}
= +∞.
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Notre déﬁnition nous permet de parler d’ensembles accumulateurs avant
même d’avoir étudier la contribution du complémentaire d’un ensemble
mince. La conjecture 1.24 nous dit que les ensembles fortement accumu-
lateurs devraient être contenus dans un sous-ensemble mince.
Dans la conjecture originelle de Batyrev-Manin [3], il était supposé
que l’ensemble exceptionnel Z était l’ensemble des points rationnels d’une
sous-variété fermée stricte de V , ce qui est un cas particulier d’ensemble
mince. Dans la suite, nous parlerons de la conjecture 1.24 forte lorsque
l’ensemble Z sera supposé de cette forme. La conjecture 1.24 forte a été
démontrée pour de nombreuses variétés de Fano et variétés projectives à
ﬁbré anticanonique gros, par exemple les variétés toriques et les variétés
de drapeaux. L’ensemble Z peut éventuellement être vide. C’est le cas,
par exemple, lorsque la variété V est l’espace projectif Pn.
Théorème 1.28 ([31, Corollaire 6.2.18 p. 169]). Soit K un corps de
nombres. Soit HO(n+1),K une hauteur adélique sur Pn(K) relative au ﬁbré
anticanonique O(n+ 1). Alors, lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{x ∈ Pn(K) | HO(n+1),K(x) 6 B} ∼ CHO(n+1),K (Pn)B
et CHO(n+1),K (P
n) > 0 est déﬁnie explicitement.
Les ensembles minces de Pn(K) ne sont jamais accumulateurs.
Théorème 1.29 (Serre [37, 13.1.3]). Soit K un corps de nombres. Soit
HO(n+1),K une hauteur adélique anticanonique sur Pn(K) Si F est un
sous-ensemble mince de Pn(K), alors
#{x ∈ F | HO(n+1),K(x) 6 B} = O(B(2n+1)/(2n+2)(logB)γ)
avec γ > 1.
Cette conjecture forte est cependant trop restrictive, comme l’a mon-
tré le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel [4] et les contre-exemples
numériques de Elsenhans [14]. C’est pourquoi nous avons ici formulé une
conjecture plus faible, en suivant une suggestion de Peyre [32, ﬁn du
paragraphe 6] également mentionnée dans [14, §6].
De plus, si la conjecture forte a d’abord été énoncée dans le cas des
variétés de Fano, pour lesquelles le ﬁbré anticanonique est ample, elle a
été rapidement généralisée au cas où ce ﬁbré est seulement supposé gros
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(voir par exemple [31, Remarque 2.3.2]). C’est précisément ce cas qui va
nous intéresser dans cette thèse.
Nous allons, au chapitre 4, montrer que la conjecture 1.24 est vraie
pour Hilb2(P1 × P1) mais que sa version forte est fausse dans ce cas.
Nous donnerons en fait toute une famille de nouveaux contre-exemples
à la conjecture forte, pour des variétés à ﬁbrés anticanoniques gros mais
pas amples (voir le paragraphe 3.3.1).
1.3.2 Définition de la constante de Peyre
Soit V une variété projective lisse déﬁnie sur un corps de nombres K
et dont le ﬁbré anticanonique ω−1V est gros. On se donne une métrique
adélique (‖·‖v)v sur ω−1V et on note
H = Hω−1
V
,K
la hauteur sur V (K) associée.
Comme nous l’avons déjà mentionné, en suivant [31, page 120], nous
pouvons préciser la conjecture 1.24 en donnant une expression conjectu-
rale de la constante CH(V ). Cette déﬁnition est valable lorsque le cône
eﬀectif de V est de type ﬁni. Ceci est, par exemple, le cas pour les variétés
de Fano. La constante se déﬁnit comme le produit
(1.1) CH(V ) = α(ω−1V )τH(V ).
Le premier facteur est donné par
α(ω−1V ) =
1
(rg(PicV )− 1)!
∫
C∨eff(V )
e−〈ω
−1
V
,u〉 du,
où Ceff(V ) est le cône eﬀectif de V dans NS(V ) ⊗ R et C∨eff(V ) est son
cône dual. Le second facteur est appelé nombre de Tamagawa associé
à la hauteur H. Pour une déﬁnition détaillée de ce nombre, le lecteur
est invité à consulter les pages 110 à 119 de [31]. Nous en donnons ici
une brève description. On se donne un ensemble ﬁni de places S (places
de mauvaises réductions) et V un modèle projectif et lisse de V sur OS
suivant le lemme 2.1.1 de [31]. Pour toute place v de K, nous noterons
dv = [Kv : Qv]
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et nous utiliserons les mesures de Haar normalisées dxv, déﬁnies sur Kv
de la manière suivante :
– si v ∈MK,f , ∫Ov dxv = 1, où Ov = {x ∈ Kv : |x|v 6 1} ;
– si Kv ≃ R, dxv désigne la mesure de Lebesgue sur R ;
– si Kv ≃ C, dxv désigne le double de la mesure de Lebesgue sur R2.
Soit (t1, . . . , tn) un système de coordonnées locales sur V (Kv), v ∈ MK .
La mesure locale ωv sur V (Kv) est donnée par
ωv =
∥∥∥∥∥ ∂∂t1 ∧ · · · ∧ ∂∂tn
∥∥∥∥∥
dv
v
dt1,v . . . dtn,v.
Aux places ultramétriques p pour lesquelles la norme ‖·‖p est déﬁnie
de manière usuelle, ce qui est le cas pour presque toutes les places, le
volume de V (Kp) pour cette mesure est donné par le lemme suivant.
Lemme 1.30 ([31], Lemme 2.2.1). Soit (s0, . . . , sq) une base de Γ(V, ω−1V ).
Pour tous les p ∈MK,f − S tels que ‖·‖p soit donnée par
‖s(x)‖p =
max
06i6q
∣∣∣∣∣si(x)s(x)
∣∣∣∣∣
p
−1 ,
on a
ωp(V (Kp)) =
#V(Fp)
N(p)dimV
.
Ce lemme montre que le produit
∏
p∈MK,f−S ωp(V (Kp)) est divergent.
Nous introduisons donc des facteurs de convergence
λv =
Lv(1,Pic V¯ ) si v = p ∈MK,f − S;1 sinon.
Nous pouvons alors déﬁnir une mesure sur l’ensemble des adèles V (AK),
appelée mesure de Tamagawa associée à H, par
ωH =
(
lim
s→1
(s− 1)rg PicVLS(s,Pic V¯ )
)
|∆K |− dimV/2
∏
v∈MK
λvωv.
Celle-ci est indépendante du choix de S. Le nombre de Tamagawa τH(V )
est alors donné par
τH(V ) = ωH(V (K)).
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Exemple 1.31. Lorsque V est l’espace projectifPn, nous pouvons prendre
S = ∅. Nous avons
α(OPn(n+ 1)) = 1
n+ 1
,
Lp = 1−N(p)−1,
LS(s,PicPn) = ζK(s)
et
lim
s→1
(s− 1)ζK(s) = 2
rK (2π)sKhKRK
wK
√
|∆K |
.
Considèrons la métrique adélique usuelle (‖·‖v)v sur OPn(n + 1) pour
la base (s0, . . . , sn) de Γ(Pn,OPn(n + 1)) associée aux coordonnées ho-
mogènes. Alors, si p est une place ﬁnie nous avons, d’après le lemme
1.30,
(1.2) ωp(Pn(Kp)) =
1− N(p)−(n+1)
1− N(p)−1 .
Ainsi ∏
p
λpωp(V (Kp)) = ζK(n+ 1)−1.
Si v est une place réelle, alors
ωv(Pn(R)) =
∫
Rn
dx1 · · · dxn
max{1, |x1| , . . . , |xn|}n+1 = (n+ 1)2
n
et si v est complexe
ωv(Pn(C)) =
∫
Cn
dx1 · · · dxn
max{1, |x1| , . . . , |xn|}2n+2 = (n+ 1)(2π)
n.
Ainsi, nous retrouvons bien la constante de Schanuel
CH(Pn) = (n+ 1)rK+sK−1
2rK (2π)sK√
|∆K |
n+1 hKRK
wKζK(n+ 1)
= SK(n).
1.3.3 Produit symétrique et points algébriques
On considère une variété projective lisse X de Fano et déﬁnie sur
un corps de nombres K. On munit le ﬁbré ample ω−1X d’une métrique
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adélique. On souhaite étudier, lorsque B tend vers l’inﬁni, le cardinal de
l’ensemble
#{x ∈ X(K¯) | degK(x) = m, Hω−1
X
(x) 6 B}.
Nous montrons ici que cette étude peut-être mise en relation avec l’étude
de la conjecture 1.24 sur une variété auxiliaire.
Pour tout entier m > 1, le m-ième produit symétrique de X est la
variété projective quotient
SymmX = Xm/Sm,
où Sm est le groupe symétrique d’ordre m, agissant que Xm par per-
mutation des facteurs. Nous noterons π : Xm → SymmX la projection
canonique.
Considérons un point x ∈ X(K¯) de degré m > 1. Alors l’orbite
de x sous l’action du groupe de Galois Gal(K¯/K) contient exactement
m points, notés x1, . . . , xm et appelés conjugués de x. Nous pouvons
alors déﬁnir un point x˜ = π(x1, . . . , xm) de Sym
mX(K¯). Celui-ci est
invariant sous l’action de Gal(K¯/K), donc est rationnel sur K, ou encore
de degré 1.
Définition 1.32. Les points de SymmX(K) de la forme x˜ , provenant
d’un point x de degré m de X(K¯), seront dits irréductibles ; les autres
seront dits réductibles.
Il nous reste maintenant à déﬁnir une hauteur sur SymmX(K) s’ex-
primant facilement à partir de la hauteur absolue Hω−1
X
sur X(Q¯). Le
ﬁbré en droites anticanonique de Xm est le ﬁbré
ω−1Xm = p
∗
1ω
−1
X ⊗ · · · ⊗ p∗mω−1X
où pi : Xm → X est la i-ième projection. Celui-ci est Sm-linéarisé, donc
il existe un unique ﬁbré en droites LX,m sur SymmX tel que
(1.3) π∗LX,m = ω−1Xm .
Ce ﬁbré en droites est ample car ω−1Xm est ample et que π est un morphisme
ﬁni surjectif (voir [20, 5.7 p. 232]).
Proposition 1.33. Soit (‖·‖v)v∈MK une métrique adélique sur ω−1X déﬁ-
nissant une hauteur absolue Hω−1
X
sur X(Q¯). Alors il existe une métrique
1.3. Conjecture de Manin et produit symétrique 31
adélique sur LX,m dont la hauteur associée HLX,m,K sur SymmX(K) vé-
riﬁe, pour tout α = π(α1, . . . , αm) ∈ SymmX(K),
(1.4) HLX,m,K(α) = Hω−1
X
(α1)d · · ·Hω−1
X
(αm)d
avec d = [K : Q].
Démonstration. Notons toujours (‖·‖v)v∈MK la métrique sur ω−1Xm = p∗1ω−1X ⊗
· · · ⊗ p∗mω−1X , obtenue par tirés en arrière et produits. On déﬁnit alors la
famille (‖·‖′v)v∈MK sur LX,m par
‖s(α)‖′v = ‖(π∗s)(α1, . . . , αm)‖v
pour tout α = π(α1, . . . , αm) ∈ SymmX(Cv) et toute section s de LX,m
ne s’annulant pas en α. Montrons que cette famille est une métrique adé-
lique sur LX,m. Tout d’abord, puisque π est un morphisme ﬁni, l’applica-
tion π : Xm(Cv) → SymmX(Cv) est fermée pour la topologie v-adique
(voir [27, proposition 2.2.1]). Ainsi l’application α 7→ ‖s(α)‖′v est conti-
nue. De plus, pour tout σ ∈ Gal(Cv/Kv),
‖σ(s)(α)‖′v = ‖σ(π∗s)(α1, . . . , αm)‖v
= ‖(π∗s)(ασ1 , . . . , ασm)‖v
= ‖(s)(ασ)‖′v .
Enﬁn, cette métrique est bien adélique.
Par conséquent, si x ∈ X(K¯) est de degrém et x1, . . . xm ∈ X(K¯) sont
ses conjugués, par invariance de la hauteur par conjugaison, la hauteur
du point x˜ = π(x1, . . . , xm) de Sym
mX(K) vériﬁe
HLX,m,K(x˜) = Hω−1
X
(x)dm.
Proposition 1.34. On a une application de l’ensemble
{x ∈ X(K¯) | degK(x) = m, Hω−1
X
(x) 6 B}
dans l’ensemble
{y ∈ SymmX(K) | HLX,m,K(y) 6 Bdm}
dont les ﬁbres sont soit vides, au-dessus d’un point réductible, soit de
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cardinal exactement m.
Nous nous retrouvons donc face au problème de déterminer le nombre
de points rationnels de hauteur bornée de la variété SymmXK . Rappelons
que ﬁbré en droites LX,m est ample, donc la hauteur HLX,m,K déﬁnie ci-
dessus vériﬁe la propriété de Northcott.
Proposition 1.35. Pour tout nombre réel B > 0, l’ensemble
{y ∈ SymmX(K) | HLX,m,K(y) 6 B}
est ﬁni.
Nous souhaitons maintenant étudier la conjecture 1.24 pour SymmX
muni de cette hauteur. Cette variété n’est pas toujours lisse. La mé-
thode générale est alors d’étudier la conjecture pour une désingularisée
de SymmX. Nous nous intéresserons aux cas où X est une courbe ra-
tionnelle (chapitre 2) ou une surface (chapitres 3 et 4).
CHAPITRE 2
POINTS ALGÉBRIQUES D’UNE
COURBE PROJECTIVE
Dans ce chapitre, nous étudions la conjecture 1.24 pour le produit
symétrique d’une courbe projective. Nous commençons par le cas de la
droite projective P1. Nous en déduisons une généralisation du théorème
de Masser-Vaaler (théorème 1.23) à toute hauteur adélique. Cette géné-
ralisation donne également une interprétation géométrique, en termes de
mesure de Tamagawa, de la constante de Masser et Vaaler. Cette partie
est issue de l’article [25] « Points algébriques de hauteur bornée sur la
droite projective », à paraître. Nous en déduisons le cas des courbes ra-
tionnelles. En genre supérieur, nous démontrerons des majorations pour
le nombre de points quadratiques de hauteur bornée.
2.1 Points rationnels de SymmP1
L’isomorphisme
Am ∼→ SymmA1
qui à un polynôme, donné par ses coeﬃcients, associe ses racines induit
un isomorphisme
φ : Pm ∼→ SymmP1.
D’après le théorème de Peyre 1 déjà énoncé, la variété SymmP1 vériﬁe
donc la version forte de la conjecture 1.24.
On considère le ﬁbré en droites très ample OP1(1) sur P1 et on munit
celui-ci d’une métrique adélique déﬁnissant une hauteur absolue HO
P1 (1)
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sur P1(Q¯). D’après la proposition 1.33, le ﬁbré O(P1)m(1, . . . , 1) descend
en un ﬁbré en droites Lm sur SymmP1 et on note HLm,K la hauteur sur
SymmP1(K) donnée par
HLm,K(π(x1, . . . , xm))
1/[K:Q] = HO
P1 (1)
(x1) . . . HO
P1 (1)
(xm).
Lemme 2.1.
φ∗Lm = OPm(1).
Remarque 2.2. Le morphisme φ étant un isomorphisme, on en déduit
que Lm est très ample.
Démonstration. L’application σ = φ−1 ◦ π : (P1)m → Pm est donnée par
(2.1)
σ([a1 : b1], [a2 : b2], . . . , [am : bm]) =
 ∑
J⊂{1,2,...,m}
#J=i
∏
j∈J
bj
∏
k 6∈J
ak

i=0,1,...,m
et est de degré 1 en chacune des variables. Ainsi
σ∗OPm(1) = O(P1)m(1, . . . , 1).
Donc,
π∗((φ−1)∗OPm(1)) = O(P1)m(1, . . . , 1) = π∗Lm.
Par unicité, nous avons (φ−1)∗OPm(1) = Lm.
Notons alors
HOPm (m+1),K = (HL1,m,K ◦ φ)m+1,
hauteur surPm(K) relative au ﬁbré en droites anticanoniqueOPm(m+1),
et
C(HO
P1 (1)
,m,K) = CHOPm (m+1),K (P
m)
la constante de Peyre pour cette hauteur, dépendant de m, K et de la
hauteur sur P1(Q¯) choisie.
Théorème 2.3. Pour tout ensemble ouvert non vide W de SymmP1,
#{x ∈ W(K) | HLm,K(x) 6 B} ∼
B→+∞
C(HO
P1 (1)
,m,K)Bm+1.
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Démonstration. SoitW un ensemble ouvert non vide de SymmP1K . Nous
avons
#{x ∈ W(K) | HLm,K(x) 6 B}
est égal à
#{x′ ∈ φ−1(W)(K) | HOPm (1),K(x′) 6 B}
ou encore
#{x′ ∈ φ−1(W)(K) | HOPm (m+1),K(x′) 6 Bm+1}.
L’ensemble φ−1(W) étant un ensemble ouvert non vide de Pm, le théo-
rème 1.28 montre que ce cardinal est équivalent, quand B tend vers
l’inﬁni, à
CHOPm (m+1),K (P
m)Bm+1.
2.2 Points algébriques de P1
Nous étudions maintenant la répartition des points algébriques, de de-
gré ﬁxé m, sur la droite projective P1 déﬁnie sur un corps de nombres K.
Nous allons montrer le théorème suivant.
Théorème 2.4. Soit HO
P1 (1)
une hauteur sur P1(Q¯) déﬁnie par une
métrique adélique sur le ﬁbré en droites OP1(1). Soient K un corps de
nombres de degré d et m un entier naturel non nul. Alors, lorsque B tend
vers l’inﬁni, le cardinal Nm,K(B) de l’ensemble
{α ∈ P1(K¯) | [K(α) : K] = m et HO
P1 (1)
(α) 6 B}
vériﬁe
Nm,K(B) ∼
B→+∞
mC(HO
P1 (a)
,m,K)Bdm(m+1).
Démonstration. Dans cette preuve, les constantes implicites dans les ≪
ne dépenderont que de m, du corps K et du choix de la hauteur sur
P1(Q¯). D’après la proposition 1.34, il suﬃt ici de montrer que les points
réductibles de l’ensemble (SymmP1)(K) sont négligeables dans l’estima-
tion du théorème 2.3. Nous pouvons identiﬁer SymmP1(K) à l’ensemble
des 0-cycles eﬀectifs K-rationnels de degré m sur P1. Nous utiliserons
ici la notation en combinaison linéaire formelle. La variété SymmP1 est
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munie du ﬁbré en droites L1,m déﬁni au paragraphe précédent et issu
de O(P1)m(1, . . . , 1). Soit [a] ∈ (SymmP1)(K) un point réductible tel
que HL1,m([a]) 6 B. Ceci signiﬁe qu’il existe [b] ∈ (SympP1)(K) et
[c] ∈ (Symq P1)(K) tels que
[a] = [b] + [c],
avec p+ q = m, p > 1 et q > m/2. Alors
HL1,m([a]) = HL1,p([b])HL1,q([c]) 6 B.
Puisque les ﬁbrés en droites L1,p et L1,q sont amples, les hauteurs HL1,p
et HL1,q sont minorées par des réels strictement positifs cp et cq, respec-
tivement. Notons
cm = min{cp, cq | p+ q = m, p > 1, q > m/2} > 0
qui dépend également du corps K et du choix de la hauteur sur P1(Q¯).
Ainsi, il existe k ∈ N tel que
2k 6 HL1,p([b]) 6 2
k+1.
Par conséquent,
cm 6 HL1,q([c]) 6 2
−kB.
Ceci implique que k ≪ log(B). En utilisant le théorème 2.3 sur SympP1
et Symq P1, nous obtenons que, le nombre de choix possibles pour un
tel [b] est inférieur à C 2d(p+1)(k+1) et celui pour un tel [c] est inférieur
à C ′(2−kB)d(q+1), où C et C ′ sont des constantes strictement positives.
Ainsi
#{[a] ∈ (SymmP1)(K) réductible | HL1,m([a]) 6 B}
est
≪ ∑
16k≪log(B)
m
2
6q6m−1
2dk(m−2q)Bd(q+1) ≪ log(B)Bdm.
Or dm < d(m+ 1), donc la contribution des points réductibles est négli-
geable dans l’estimation du théorème 2.3.
Remarque 2.5. L’ensemble de points rationnels de SymmP1(K) s’iden-
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tiﬁe à l’union des ensembles de points rationnels de la forme
(SympP1(K)× Symq P1(K))/S2,
avec p + q = m. Le morphisme ε est sans section rationnelle, car l’en-
semble des points irréductibles est dense pour la topologie de Zariski.
Ainsi, l’image de l’ensemble des points réductibles de SymmP1(K) dans
Pm(K) par le morphisme ε est un ensemble mince de Pm(K). D’après le
théorème 13.1.3 de [37], la contribution d’un ensemble mince de Pm(K)
est négligeable. La démonstration précédente fournit une preuve élémen-
taire.
2.3 Calculs de constantes de Peyre
Considérons donc une métrique adélique (‖·‖v)v sur OP1(1). Nous ex-
plicitons ici la constante C(HO
P1 (1)
,m,K) intervenant dans le théorème
2.3, pour quelques hauteurs sur P1(Q¯) particulières. Rappelons que cette
constante est celle déﬁnie par Peyre pour la hauteur H sur Pm(K) asso-
ciée à la métrique adélique sur le ﬁbré OPm(m+ 1) donnée par
(2.2) ‖s0([1 : t1 : . . . : tm])‖v =
∏
a∈K¯v racine de
Tm−t1Tm−1+···+(−1)mtm
‖s0([1 : a])‖m+1v ,
les racines de Tm − t1Tm−1 + · · ·+ (−1)mtm étant comptées avec multi-
plicité.
Remarque 2.6. Rappelons que l’on a introduit
δv([1 : a]) = log (‖s0([1 : a])‖vmax{1, |a|v}) ,
donc nous avons également
‖s0([1 : t1 : . . . : tm])‖v =
∏
a∈K¯v racine de
Tm−t1Tm−1+···+(−1)mtm
exp (δv([1 : a]))
m+1
max{1, |a|v}m+1
.
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Alors
(2.3) C(HO
P1 (1)
,m,K) =
2rK (2π)sKhKRK
(m+ 1)wK
√
|∆K |m+1
∏
v∈MK
λvωv(Pm(Kv)).
avec λv = 1−N(p)−1 si v = p est ﬁnie et λv = 1 sinon.
Nous allons calculer cette constante C(HO
P1 (1)
,m,K), donc en fait
les volumes
ωv(Pm(Kv)) =
∫
Kmv
‖s0([1 : t1 : . . . : tm])‖dvv dt,
en partant de diﬀérentes métriques sur OP1(1).
2.3.1 Métrique usuelle
La métrique usuelle sur OP1(1), pour la base (s0, s1) associée aux
coordonnées homogènes, vériﬁe pour toute place v
δv = 0.
Nous sommes alors dans le cadre du théorème 1.23 de Masser et Vaaler.
Les volumes locaux sont alors donnés par la proposition suivante.
Proposition 2.7. Soit v ∈MK telle que δv = 0. Alors, dans le cadre de
la déﬁnition 2.2, nous avons
1. Si v = p est ﬁnie, alors
ωv(Pm(Kv)) =
1− N(p)−(m+1)
1− N(p)−1 .
2. Si v ∈MK est telle que Kv ≃ C, alors
ωv(Pm(Kv)) = (2π)m
(m+ 1)m
(m!)2
.
3. Si v ∈MK est telle que Kv ≃ R, alors
ωv(Pm(Kv)) = 2m(m+ 1)ℓ+1
ℓ∏
i=1
(2i)m−2i
(2i+ 1)m+1−2i
,
où ℓ =
⌊
m− 1
2
⌋
.
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Démonstration. Les volumes s’écrivent
ωv(Pm(Kv)) =
∫
Kmv
dt1 . . . dtm∏
a∈K¯v racine de
Tm−t1Tm−1+···+(−1)mtm
max{1, |a|v}dv(m+1)
.
Lorsque Kv ≃ R et Kv ≃ C, les intégrales voulues sont calculées dans
[11, Théorème 1]. Si v = p est ﬁnie, on a par le lemme de Gauss∏
a∈K¯v racine de
Tm−t1Tm−1+···+(−1)mtm
max{1, |a|v} = max{1, |t1|v , . . . , |tm|v}.
Donc la métrique aux places ﬁnies est la métrique usuelle et, d’après
(1.2),
ωv(Pm(Kv)) =
1− N(p)−(m+1)
1− N(p)−1 .
Nous donnons ici une démonstration alternative utilisant la théorie des
polygones de Newton. Soit
fx(T ) = T n − x1Tm−1 + · · ·+ (−1)mxm ∈ Kv[T ]
Le polygone de Newton Px,v de fx pour la place ﬁnie v est l’enveloppe
convexe dans R2 des points (j, v(xj)), j > 0 (si xj = 0, v(j) = +∞).
Alors chaque côté ﬁni du polygone a une pente qui vaut λ = −v(a)
où a est une racine de fx et la longueur de la pente donne le nombre
de racines de fx dont la valuation est −λ. Notons, pour toute place ﬁnie
v = p
qv = N(p)
et
hv(x1, . . . , xm) =
∑
a racine de
Tm−x1Tm−1+···+(−1)mxm
logqv max{1, |a|v}.
Alors
hv(x1, . . . , xm) =
∑
a racine de
Tm−x1Tm−1+···+(−1)mxm
max{0,−v(a)}
=
∑
c côté fini de Px
de pente >0
longueur(c)× pente(c).
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Les pentes de Px,v sont croissantes. Si une seule pente est positive, c’est
la dernière. Elle vaut −v(x1) et est de longueur 1. Donc
hv(x1, . . . , xm) = −v(x1).
S’il y a deux pentes positives, ce sont les deux dernières. Dans ce cas,
hv(x1, . . . , xm) = −v(x1) + (v(x1)− v(x2)) = −v(x2).
En continuant à raisonner ainsi, on voit que hv(x1, . . . , xm) prend exac-
tement les valeurs de l’ensemble {−v(x1), . . . ,−v(xm)}. Alors Kmv est
l’union disjointe des ensembles
Ui = {x ∈ Kmv | v(xi) < 0, ∀j < i, v(xj) > v(xi) et ∀k > i, v(xk) 6 v(xi)},
pour 1 6 i 6 m, correspondants aux cas où Px,v a exactement i pentes
strictement positives et donc où hv(x1, . . . , xm) = −v(xi), et de l’en-
semble
U0 = {(x1, . . . , xm) ∈ Kmv | v(xi) > 0 ∀i}
correspondant aux cas où Px n’a pas pente strictement positive et donc où
hv(x1, . . . , xm) = 0.
On a alors
ωv(Pm(Kv)) =
∫
Kmv
dx1 · · · dxm
exp(hv(x1, . . . , xm))dv(m+1)
=
∫
U0
dx1 · · · dxm +
m∑
i=1
∫
Ui
dx1 · · · dxm
|xi|dv(m+1)v
.
D’après la convention prise pour la mesure,∫
U0
dx1 · · · dxm = 1.
Par ailleurs, notons mv = {x ∈ Kv | v(x) > 0}, idéal maximal de Ov
engendré par ̟, et O×v = {x ∈ Kv | v(x) = 0}. Alors∫
mv
dx = ‖̟‖v
∫
Ov
dx = |̟|dvv =
1
qv
et ∫
O×v
dx = 1− 1
qv
.
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Soit (x1, . . . , xm) ∈ Ui, 1 6 i 6 m. Il existe un entier naturel n > 1 tel
que v(xi) = −m. Alors
xi = ̟−nu, u ∈ O×v ;
xj = ̟−naj, aj ∈ mv, ∀j < i;
xk = ̟−nbk, bk ∈ Ov, ∀k > i.
Donc
∫
Ui
dx1 · · · dxm
|xi|dv(m+1)v
=
∑
n>1
qv−(m+1)n |̟|−dvnv
(
1− 1
qv
)(
|̟|−dvnv
1
qv
)i−1
×
×
(
|̟|−dvnv
)m−i 
=
(
1− 1
qv
)∑
n>1
qv
−(m+1)n 1
q−nv
(
1
q−n+1v
)i−1 ( 1
q−nv
)m−i
=
1
qiv
(
1− 1
qv
)∑
n>1
qv
−(n−1)
=
1
qiv
.
Remarque 2.8. Avec les notation du théorème 1.23, lorsque v est réelle,
nous avons
ωv(Pm(Kv)) = 2m(m+ 1)VR(m)
et lorsque v est complexe,
ωv(Pm(Kv)) = (2π)m(m+ 1)VC(m).
De plus ∏
p finie
1− N(p)−(m+1)
1− N(p)−1 = ζK(m+ 1)
−1.
Nous en déduisons la constante associée.
Corollaire 2.9. Avec les notations du théorème 1.23 ;
C(H1,m,K) = VR(m)rKVC(m)sKSK(m).
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Ainsi, dans le cas où la hauteur initiale sur P1 est la hauteur usuelle,
ce résultat donne une interprétation de la constante de Masser-Vaaler
(théorème 1.23) en termes de mesure de Tamagawa.
2.3.2 Métrique euclidienne
Considérons la métrique (‖·‖v)v∈MK sur OP1(1) donnée, aux places
ﬁnies, par la métrique usuelle et, aux places inﬁnies, par la norme eu-
clidienne sur K2v , c’est-à-dire que, pour toute place inﬁnie v, pour tout
x ∈ P1(Kv) et toute section s de OP1(1) ne s’annulant pas en x,
‖s(x)‖v =
∣∣∣∣∣s0(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
+
∣∣∣∣∣s1(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
−1/2 .
La hauteur associée sur P1(Q¯) sera noté H1,e.
Nous nous plaçons, à titre d’exemple, dans le cas où m = 2.
Proposition 2.10. Sous ces conditions nous avons
1. si Kv ≃ C, ωv(P2(Kv)) = π2 ;
2. si Kv ≃ R, ωv(P2(Kv)) = 3π2 ;
3. la constante de Peyre est
C(H1,e, 2, K) =
2sK3rKπrK+3sKhKRK
3wK |∆K |3/2 ζK(3)
.
Démonstration. Comme aux places ﬁnies nous avons δv = 0, la proposi-
tion 2.7 donne ∏
v∈MK,f
λvωv(P2(Kv)) =
1
ζK(3)
.
Il ne nous reste que les volumes archimédiens à calculer. Si Kv = C, ce
volume est
ωv(P2(Kv)) =
∫
C2
dz1 dz2∏
t racine de
T 2+z1T+z2
(1 + |t|2)6/2
=
1
2
∫
C2
|s− t|2 ds dt
(1 + |s|2)3(1 + |t|2)3
= π2.
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Et, si Kv = R,
ωv(P2(Kv)) =
∫
R2
dx dy∏
t racine de
T 2+xT+y
(1 + |t|2)3/2
=
1
2
∫
R2
|s− t| ds dt
(1 + |s|2)3/2(1 + |t|2)3/2 +
1
2
∫
C
|z − z¯| dz
(1 + |t|2)3
=
3π
2
.
2.3.3 Métrique induite par une droite de P2
Considérons à présent, pour (a, b) ∈ K2, la métrique (‖·‖(a,b),v)v sur
OP1(1) donnée, pour v ∈ MK , x ∈ P1(Kv) et s, section de OP1(1) non
nulle en x, par
‖s(x)‖(a,b),v =
(
max
{∣∣∣∣∣s0(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
,
∣∣∣∣∣s1(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
,
∣∣∣∣∣as0(x)s(x) + bs1(x)s(x)
∣∣∣∣∣
v
})−1
,
si v est ﬁnie et
‖s(x)‖(a,b),v =
∣∣∣∣∣s0(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
+
∣∣∣∣∣s1(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
+
∣∣∣∣∣as0(x)s(x) + bs1(x)s(x)
∣∣∣∣∣
2
v
−1/2 ,
si v est inﬁnie.
Celle-ci peut-être vue comme la métrique induite par la métrique sur
OP2(1), donnée aux places inﬁnie par la norme euclidienne, en restriction
à la droite de P2 d’équation ax0 + bx1 + x2 = 0, via l’isomorphisme
P1 −→ {[x0 : x1 : x2] ∈ P2 | ax0 + bx1 + x2 = 0}
[x0 : x1] 7−→ [x0 : x1 : −ax0 − ax1]
Notons H(a,b) la hauteur sur P1(Q¯) associée. Lorsque (a, b) = (0, 0),
nous retrouvons la métrique considérée au paragraphe précédent et donc
H(0,0) = H1,e.
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Proposition 2.11. Sous ces conditions,
C(H(a,b),m,K) =
C(H1,e,m,K)
H2,e,K([a : b : 1])m
.
Démonstration. Notons ici
ω(a,b),v(Pm(Kv))
les volumes locaux. Nous avons, pour toute place v ﬁnie,
ω(a,b),v(Pm(Kv)) =
∫
Kmv
dz1 · · · dzm∏
t racine de
Tm+z1Tm−1+···+zm
max{1, |t|v , |a+ bt|v}dv(m+1)
,
et pour toute place v inﬁnie,
ω(a,b),v(Pm(Kv)) =
∫
Kmv
dz1 · · · dzm∏
t racine de
Tm+z1Tm−1+···+zm
(1 + |t|2v + |a+ bt|2v)dv(m+1)/2
,
où dv = [Kv : Qv]. Soit v une place ﬁnie. Remarquons tout d’abord
que le volume est symétrique en (a, b), par changement de variables sur
les racines t 7→ 1
t
. Nous pouvons donc supposer que max{1, |a|v , |b|v} =
max{1, |b|v}.
Si max{1, |b|v} = 1, alors nous avons clairement
ω(a,b),v(Pm(Kv)) = ω(0,0),v(Pm(Kv)).
Si maintenant max{1, |b|v} = |b|v, le changement de variables t 7→ a+ tb,
donne
ω(a,b),v(Pm(Kv)) = |b|−dvmv ω(0,0),v(P2(Kv))
= max{1, |a|v , |b|v}−dvmω(0,0),v(Pm(Kv)).
Soit maintenant v une place inﬁnie. Alors, pour tout t ∈ Cv,
1 + |t|2v + |a+ tb|2v =
(
t 1
)
Q(a, b)
(
t
1
)
,
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avec
Q(a, b) =
(
1 + |b|2v ab¯
a¯b 1 + |a|2v
)
,
matrice hermitienne déﬁnie positive. Son déterminant vaut 1+ |a|2v+ |b|2v.
De plus, il existe une unique matrice hermitienne déﬁnie positive P (a, b)
telle que P (a, b)2 = Q(a, b). Notons
P (a, b) =
(
p1 p2
p3 p4
)
.
Le changement de variables
t 7→ p1t+ p2
p3t+ p4
permet de montrer que
ω(a,b),v(Pm(Kv)) =
(
1 + |a|2v + |b|2v
)−dvm/2
ω(0,0),v(Pm(Kv)).
Lorsque m = 2, la proposition 2.10 donne
Corollaire 2.12.
C(H(a,b), 2, K) =
2sK3rKπrK+3sKhKRK
3wK |∆K |3/2 ζK(3)
1
H2,K([a : b : 1])2
.
2.4 Produit symétrique d’une courbe
rationnelle
Nous allons maintenant déterminer la répartition des points ration-
nels de Symm C pour une courbe rationnelle et géométriquement irréduc-
tible C. Soient M un ﬁbré en droites ample sur C et HM une hauteur
adélique sur C(Q¯) relative à ce ﬁbré. Le ﬁbréM induit un ﬁbré en droites
p∗1M⊗ p∗2M
sur C2 qui descend en un ﬁbré en droites amples LM,2 sur Sym2 C.
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Théorème 2.13. Soit C une courbe rationnelle géométriquement irré-
ductible déﬁnie sur K telle que C(K) 6= ∅. Soit M un ﬁbré en droites
ample sur C et notons a = degM > 0. Soit U l’ouvert non vide de lissité
de C. Alors il existe une constante C(HM,m,K) > 0 telle que
#{y ∈ Symm U(K) | HLM,m,K(y) 6 B} ∼B→+∞ C(HM,m,K)B
m+1
a .
Démonstration. Il existe un morphisme birationnel ϕ : P1 → C déﬁni
sur K qui induit un isomorphisme de l’ouvert non vide V = ϕ−1(U)
sur l’ouvert U . De plus, ϕ∗M = OPm(a) ce qui, par composition par
ϕ et fonctorialité, déﬁnit une hauteur HOPm (a) sur P
1(Q¯) relative à
OPm(a). Ce morphisme ϕ induit également un morphisme birationnel
ϕ˜m : Sym
mP1 → Symm C et Symm V est isomorphe à Symm U via celui-
ci.
Nous noterons W = ϕ˜−1m (Symm U), ensemble ouvert non vide de
SymmP1. Alors le cardinal
#{y ∈ Symm U(K) | HLM,m,K(y) 6 B}
est égal à
#{y′ ∈ W(K) | HLa,m,K(y′) 6 B}
ce qui est équivalent, lorsque B tend vers l’inﬁni, à
CHOPm (a),K(P
m)B
m+1
a ,
d’après le théorème 2.3.
Nous en déduisons une majoration lorsque la courbe C n’a pas de
point rationnel sur K.
Corollaire 2.14. Soit C une courbe rationnelle géométriquement irré-
ductible déﬁnie sur K. Soient
k = min{[L : K], C(L) 6= ∅},
M un ﬁbré en droites ample sur C de degré a > 0 et U l’ensemble ouvert
non vide de lissité de C. Alors
#{y ∈ Symm C(K) | HLM,m,K(y) 6 B} = O(Bmin{k(m+1)/a,m+1}).
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Remarque 2.15. On peut toujours supposer que k 6 m, car sinon
l’ensemble Symm C(K) est vide.
Démonstration. Si la courbe C n’a pas de points rationnels sur K, un
morphisme birationnel ϕ : P1 → C ne peut pas être déﬁni sur K. Cepen-
dant il sera déﬁni sur une extension ﬁnie L de K dont on peut majorer le
degré. En eﬀet, puisque C possède un diviseur de degré a > 0, alors elle
possède un point rationnel sur une extension de degré au plus a. Donc on
peut supposer que [L : K] 6 a. De plus, puisque la courbe C a un point
algébrique de degré k sur K, on peut supposer que [L : K] 6 d. Au ﬁnal,
on obtient
[L : K] 6 min{a, d}.
Enﬁn, puisque (HLM,m,L)| Symm C(K) = H
[L:K]
LM,m,K , nous avons
#{y ∈ Symm U(K) | HLM,m,K(y) 6 B}
6 #{y ∈ Symm U(L) | HLM,m,L(y) 6 B[L:K]}
≪ B[L:K](m+1)/a
≪ Bmin{k(m+1)/a,m+1}.
Le calcul de la proposition 2.11 permet de donner un énoncé plus
précis dans le cas d’une droite de P2.
Proposition 2.16. On considère la droite Da,b de P2 d’équation
ax0 + bx1 + x2 = 0
avec (a, b) ∈ K2 et on munit P2(Q¯) de la hauteur euclidienne H32,e,
relative au ﬁbré OP2(3). Alors, lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{y ∈ SymmDa,b(K) | HL
P2,m,K
(y) 6 B}
est équivalent à
C(H1,e,m,K)
H2,e,K([a : b : 1])m
B(m+1)/3
et
#{x ∈ Da,b(K¯) | degK(x) = m, H2,e(x) 6 B}
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est équivalent à
C(H1,e,m,K)
H2,e,K([a : b : 1])m
Bdm(m+1).
Remarque 2.17. La répartition des points rationnels (respectivement
algébriques) d’une sous-variété linéaire de Pn a été étudiée dans [12] (res-
pectivement [42]). Nous retrouvons ici, lorsque m = 1, un cas particulier
du théorème 0.1 de [12] et pour m > 2 ce résultat complète le théorème
1.1 de [42], les hypothèses excluant les droites de P2.
2.5 Courbes de genre supérieur
Les points rationnels de hauteurs bornées du m-ième produit symé-
trique d’une courbe de genre g > 2 ont déjà été le sujet de plusieurs
articles.
Théorème 2.18 (Silverman [39], Kuvidakis). Soient C une courbe pro-
jective lisse déﬁnie sur K de genre g > 2, avec 1 6 m <
√
g, et L un ﬁbré
en droites ample sur Symm C muni d’une métrique adélique. Il existe un
fermé strict Y ⊂ Symm C tel que pour toute extension ﬁnie L de K et
tout B > 2,
#{y ∈ Symm C(L)− Y (K) irréductible | HL,L(y) 6 B} ≪C,L log logB.
De plus, si la courbe C est hyperelliptique (respectivement trigonale), ceci
est en fait valable pour m < (g + 1)/2 (respectivement m < (g + 2)/3).
Remarque 2.19. Si la courbe C est hyperelliptique ou bi-elliptique le
fermé Y sera non vide, mais dans tous les autres cas, on peut prendre
Y = ∅.
Le théorème suivante traite des cas où m > 2g − 2 > 2.
Théorème 2.20 (Faltings [15, Théorème 8], Batyrev-Tschinkel [6, Théo-
rèmes 4.3.1 et 4.3.2]). Soit C une courbe irréductible lisse déﬁnie sur K
de genre g > 2, avec m > 2g − 2. Soit M un ﬁbré en droites hermitien
ample sur C. Notons α(C) = (m + 1 − g)/ degM. Il existe des nombres
réels ε(C) > 0 et Θ(C) 6= 0 tels que la fonction zeta des hauteurs
Z(Symm C,LM,m, s) =
∑
y∈Symm C(K)
HLM,m,K(y)
−s
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vériﬁe
Z(Symm C,LM,m, s) = Θ(C)
s− α + f(s)
avec f holomorphe pour Re(s) > α(C)− ε(C).
Par le théorème taubérien de Wiener et Ikehara, nous en déduisons
le résultat suivant.
Corollaire 2.21. Soit C une courbe irréductible lisse déﬁnie sur K de
genre g > 2, avec m > 2g − 2. Soit M un ﬁbré en droites hermitien
ample sur C. Alors il existe un nombre réel CC,K > 0 tel que
#{y ∈ Symm C(K) | HLM,m,L(y) 6 B} ∼ CC,KB(m+1−g)/ degM.
2.6 Points quadratiques d’une courbe
projective
Nous complétons maintenant ces résultats dans le cas où m = 2, qui
nous intéressera plus particulièrement au chapitre 4.
Soit C une courbe projective de genre g > 0 déﬁnie et irréductible
sur K. On notera C˜ la courbe normalisée de C et
ρ : C˜ → C.
Soit M un ﬁbré en droites ample sur C qui induit un ﬁbré en droites
amples LM,2 sur Sym2 C. Notons
NM(B) = #{y ∈ Sym2 C(K) | HLM,2,K(y) 6 B}.
Nous souhaitons majorer ce cardinal en fonction de B. Tout d’abord
NM(B) est inférieur ou égal à
#{y ∈ Sym2 C˜(K) | HLρ∗M,2,K(y) 6 B}.
Traitons le cas où C n’est pas irréductible sur C.
Proposition 2.22. Soit C une courbe projective de genre g > 0 déﬁnie
et irréductible sur K, mais pas géométriquement irréductible.
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Si g > 1, il existe un nombre entier r > 1 tel que
NM(B)≪ (logB)r/2.
Si g = 0,
NM(B)≪ B2/ degM.
Démonstration. Sur Q¯, on a
CQ¯ = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ck,
où les Ci sont des courbes déﬁnies sur Q¯, irréductibles et conjuguées et
k > 2. On notera L un corps de nombres de degré k sur lequel sont
déﬁnies ces courbes. Soient σ1, . . ., σk les automorphismes de Gal(K¯/K)
tels que
σi(C1) = Ci.
Les points rationnels de C sont situés à l’intersection de toutes les courbes
C1,. . ., Ck et sont donc en nombre ﬁni. Ainsi, il suﬃt de majorer le nombre
de points y ∈ Sym2 C(K) de hauteur bornée et de la forme y = π(x, x′),
où x, x′ ∈ C(K¯) sont quadratiques conjugués. Nous pouvons supposer
qu’un tel point y existe car sinon NM(B) = 0. Nous pouvons également
supposer que x ∈ C1(K¯) et que celui-ci est lisse. En eﬀet, la courbe C a
un nombre ﬁni de points singuliers, situés aux intersections des courbes
Ci. Alors, les points σ1(x) ∈ C1(K¯), σ2(x) ∈ C2(K¯), . . ., σr(x) ∈ Cr(K¯)
sont deux à deux distincts. Donc
k = 2.
De plus, K(x) = L. En eﬀet, si σ est un automorphisme de Gal(L¯/L),
alors σ(x) est un point de C1 et peut valoir x ou x′. Puisque x′ 6∈ C1, nous
avons σ(x) = x. Alors
#{y ∈ Sym2 C(K) | HLM,2,K(y) 6 B} ≪ #{x ∈ C(L) | HM(x)2 6 B}
≪ #{x ∈ C(L) | HM,L(x) 6 B}
Si C est de genre supérieur ou égal à 2, ce nombre est ﬁni. Si C est une
courbe elliptique sur L,
#{x ∈ C(L) | HM,L(x) 6 B} ≪ (logB)r/2
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où r est le rang de C(L) ( d’après le théorème 6, page 305, de [29]). Enﬁn,
si g = 0, d’après 2.13
#{x ∈ C(L) | HM,L(x) 6 B} ≪ B2/ degM.
Passons aux courbes géométriquement irréductibles. Le théorème 2.13
traite le cas g = 0. Pour les autres cas nous obtenons les majorations
suivantes.
Proposition 2.23. Soit C une courbe projective de genre g > 1 déﬁnie
sur K et géométriquement irréductible.
1. Si g > 2 et C n’est pas hyperelliptique, alors il existe un nombre
entier r > 1 tel que
NM(B)≪ (logB)r/2.
2. Si C est hyperelliptique de genre g > 2 ou que C˜ est elliptique ,
alors
NM(B)≪ B2/ degM.
3. Si C est de genre g = 1
NM(B)≪ B4/ degM.
Démonstration. Nous identiﬁerons les éléments de Sym2 C à des diviseurs
eﬀectifs de degré 2 sur C. On peut supposer qu’il existe un point rationnel
x0 + y0 ∈ Sym2 C˜(K). On a alors un morphisme déﬁni sur K
ϕ0 : Sym
2 C˜ −→ Jac(C˜)
x+ y 7−→ [x+ y − x0 − y0]
dont les ﬁbres sont des espaces projectifs de dimension 0 ou 1. En eﬀet,
si D = [x1 + y1 − x0 − y0], la ﬁbre au-dessus de D est l’espace projectif
des diviseurs E sur C˜, eﬀectifs, de degré 2 et linéairement équivalents à
D+x0+y0. Elle est notée |D+x0+y0|, soit |x1+y1|. D’après le théorème
de Riemann-Roch,
dim |x1 + y1| = dim |KC˜ − (x1 + y1)|+ 3− g
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et
dim |KC˜ − x1| = dim |x1|+ g − 2 = g − 2.
De plus,
dim |KC˜ − (x1 + y1)| 6 dim |KC˜ − x1|.
Donc
dim |x1 + y1| 6 1.
Si g = 1, alors les ﬁbres non vides sont toutes de dimension 1. De plus,
la dimension de |x1 + y1| est nulle pour tous x1, y1 si, et seulement si, la
courbe C n’est pas hyperelliptique.
Considérons par ailleurs un ﬁbré en droites ample sur Jac(C˜), qui sera
noté L0, et HL0,K une hauteur sur Jac(C˜)(K) relative à une métrique
adélique sur ce ﬁbré en droites. Il existe alors b, c1 > 0 tels que
HL0,K ◦ ϕ0 6 c1(HLρ∗M,2,K)b.
Intéressons-nous au cas où C, de genre g > 2, n’est pas hyperelliptique.
Le morphisme ϕ0 est alors un plongement. Ainsi,
NM(B) 6 #{D ∈ Jac(C˜)(K) | HL0,K(D)≪ Bb}
≪ (logB)r/2,
d’après le théorème 6 de [29].
Si maintenant la courbe C est hyperelliptique de genre g > 2, le mor-
phisme ϕ0 admet une ﬁbre de dimension 1 et celle-ci est unique, d’après
[20, IV, proposition 5.3]. Le morphisme ϕ0 contracte donc une unique
courbe rationnelle que nous noterons C0. En appliquant le théorème 2.13
à Sym1C0 nous obtenons
#{y ∈ C0(K) | HLρ∗M,2,K(y) 6 B} ≪ B2/a,
avec a = [LM,2].C0 > degM. D’autre part, le morphisme induit
ϕ0 : (Sym
2 C˜)− C0 −→ Jac(C˜)
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est injectif. Ainsi
#{y ∈ Sym2 C˜(K)− C0(K) | HLρ∗M,2,K(y) 6 B}
6 #{D ∈ Jac(C˜)(K) | HL0,K(D) 6 Bb/c1}
≪ (logB)r/2,
toujours d’après le théorème 6 de [29], ce qui est négligeable par rapport
à la contribution de C0(K).
Terminons par le cas où g = 1. Supposons d’abord que C˜ est une
courbe elliptique sur K. On se ﬁxe un plongement
C˜ →֒ P2
donné par un modèle de Weierstrass. Notons + la loi de groupe sur C.
Nous avons un morphisme
ϕ : Sym2 C˜ → C˜
π(x, y) 7→ x+ y
dont les ﬁbres sont des droites projectives. Par ailleurs, nous avons
g : Sym2 C˜ → (P2)∨
π(x, y) 7→ Dx,y
où Dx,y est la droite de P2 passant par x et y, si ceux-ci sont distincts, ou
alors la tangente à la courbe C en x, si x = y. Le ﬁbré en droites Lρ∗M,2
peut s’écrire
Lρ∗M,2 = ϕ∗M0 ⊗ g∗O(P2)∨(a).
Par ailleurs, en notant
D0 = ϕ−1(0C˜) = {π(x,−x), x ∈ C˜}
nous avons
Lρ∗M,2|D0 = g∗O(P2)∨(a).
De plus
deg(π∗Lρ∗M,2|D0) = 2 degM
et
deg(π∗g∗O(P2)∨(a)) = 2a.
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Donc a = degM. Nous pouvons également montrer queM0 = ρ∗M. En
eﬀet, avec j : C˜ → C˜ × C˜, x 7→ (x, 0), on obtient
j∗π∗g∗O(P2)∨(1) = OC˜
et donc
ρ∗M = j∗π∗Lρ∗M,2 = j∗π∗ϕ∗M0 =M0.
Ainsi,
Lρ∗M,2 = ϕ∗ρ∗M⊗ g∗O(P2)∨(a)
avec a = degM. Soit π(x, y) ∈ Sym2 C(K). Alors
HLρ∗M,2,K(π(x, y)) = Hρ∗M,K(x+ y)HO(P2)∨ (a),K(Dx,y).
De plus,
HO(P2)∨ (a),K(Dx,y)≫ 1.
Nous obtenons
NM(B) 6 #{α ∈ Sym2 C˜(K) | HLρ∗M,2,K(α) 6 B}
≪ ∑
z∈C˜(K)
Hρ∗M,K(z)≪B
#{π(x, y) ∈ ϕ−1(z)(K) | HLρ∗M,2,K(π(x, y)) 6 B}
≪ ∑
z∈C˜(K)
Hρ∗M,K(z)≪B
#{D ∈ Dz(K) | HO(P2)∨ (a),K(D) 6 B/Hρ∗M,K(z)}
où Dz est la droite de (P2)∨ formée des Dx,y tels que x + y = z. Par
dualité, c’est aussi la droite de P2 dont les coeﬃcients sont donnés par
les coordonnées de −z. D’après [12, théorème 0.1], nous avons
NM(B)≪
∑
z∈C˜(K)
Hρ∗M,K(z)≪B
(
B
Hρ∗M,K(z)
)2/a 1
HO(P2)∨ (a),K(Dz)
≪ B2/a ∑
z∈C˜(K)
Hρ∗M,K(z)≪B
1
Hρ∗M,K(z)2/a+1
≪ B2/a.
Enﬁn, si C˜ est de genre 1 mais ne possède pas de point sur K, elle en
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possède un sur une extension L de K. La courbe C˜ est alors elliptique
sur L. De plus, on peut supposer que L est quadratique sur K car sinon
Sym2 C˜(K) est vide. Alors
NM(B) 6 #{α ∈ Sym2 C˜(K) | HLρ∗M,2,K(α) 6 B}
6 #{α ∈ Sym2 C˜(L) | HLρ∗M,2,L(α) 6 B2}
≪ B4/a
avec a = degM, d’après le cas précédent.
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CHAPITRE 3
ÉTUDE DE LA CONJECTURE DE
MANIN POUR LE PRODUIT
SYMÉTRIQUE D’UNE SURFACE
Dans tout ce chapitre, X sera une surface projective lisse de Fano,
déﬁnie sur K et m sera un entier au moins égal à 2.
La variété SymmX est alors singulière, son lieu singulier étant
(3.1) D = π(∆),
où
(3.2) ∆ =
⋃
16i<j6m
{(x1, . . . , xm) ∈ Xm | xi = xj}.
La conjecture 1.24 ne portant que sur des variétés lisses, il est nécessaire
de passer par une désingularisation. Le schéma de Hilbert de m points
sur X, noté HilbmX, est une variété projective lisse de dimension 2m et
le morphisme birationnel de Hilbert-Chow (voir [16, 28])
ε : HilbmX → SymmX
est une résolution des singularités de SymmX. En dimension supérieure,
aucune désingularisation de SymmX n’est connue, c’est pourquoi nous
supposons ici que X est une surface.
Le but de ce chapitre est d’étudier la conjecture 1.24 sur HilbmX.
Celle-ci faisant intervenir le ﬁbré anticanonique, le groupe de Picard et
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le cône eﬀectif, nous commencerons par étudier ces invariants géomé-
triques du schéma de Hilbert ponctuel. Nous énoncerons ensuite la conjec-
ture puis étudierons quelques phénomènes d’accumulation. En particulier
nous montrerons que, sous certaines conditions, la variété HilbmX four-
nit un contre-exemple à la conjecture de Batyrev-Manin (conjecture 1.24
forte). Nous étudierons également si les courbes de X peuvent induire un
sous-ensemble accumulateur dans SymmX.
3.1 Schéma de Hilbert ponctuel d’une
surface
Soit X une surface projective lisse déﬁnie sur un corps de nombres K.
Le schéma de Hilbert de m points sur X paramètre les sous-schémas
fermés de dimension nulle de X et de longueur m. Il existe un morphisme
birationnel (voir [16, 28])
ε : HilbmX → SymmX,
qui à un sous-schéma fermé associe le 0-cycle correspondant, qui sera vu
comme un point de SymmX. Ce morphisme induit un isomorphisme
HilbmX − E ∼→ SymmX −D
avec E = ε−1(D), diviseur irréductible de HilbmX.
3.1.1 Groupe de Picard et fibré canonique
Nous reprenons ici des éléments de [17] et [7] concernant le groupe de
Picard et le ﬁbré canonique de HilbmX.
Notons Symm∗ X l’ensemble des 0-cycles eﬀectifs de degré m sur X
dont le support contient au moins m− 1 points et
Hilbm∗ X = ε
−1( Symm∗ X).
Alors le complémentaire de Hilbm∗ X dans Hilb
mX est de codimension 2.
Soient enﬁn Xm∗ = π
−1
(
Symm∗ X
)
et D∗ le sous-ensemble de D, déﬁni en
(3.1), donné par
D∗ = {π(a1, a1, a2, . . . , am−1) ∈ SymmX | ai ∈ X 2 à 2 distincts}.
3.1. Schéma de Hilbert ponctuel d’une surface 59
Notons X˜m∗ l’éclatement de ∆, déﬁni en (3.2), dans X
m
∗ . Alors Hilb
m
∗ X
s’identiﬁe à X˜m∗ quotienté par l’action de Sm, ou encore à l’éclatement
de D∗ dans Sym
m
∗ X. Nous obtenons le diagramme commutatif suivant
X˜m∗ X
m
∗
Hilbm∗ X Sym
m
∗ X
η
ρ π
ε
où η est l’éclatement de ∆ ∩Xm∗ . Considérons alors les isomorphismes
λ : Pic(HilbmX)→ Pic(Hilbm∗ X)
et
µ : (PicXm∗ )
Sm × Z→ (Pic X˜m∗ )Sm ,
induit par η.
Pic(HilbmX) Pic(Hilbm∗ X)
Pic(X˜m∗ ) Pic(X
m
∗ )
Sm × Z Pic(Xm)Sm × Z
∼
λ
∼
µ
∼
τ
ρ∗
Alors le morphisme de groupes
τ = (π∗ × id)−1 ◦ µ−1 ◦ ρ∗ ◦ λ : Pic
(
HilbmX
)
−→Pic
(
Xm
)Sm × Z
est une bijection ([17]). Il envoie le diviseur E sur un générateur du
facteur Z. Ceci permet de déterminer le groupe de Picard de HilbmX.
Proposition 3.1. Soit X une surface projective lisse de Fano déﬁnie sur
un corps de nombres K. Alors, pour m > 2,
Pic(HilbmX) ≃ Pic(X)⊕ ZE.
Démonstration. D’après ce qui précède, Pic
(
HilbmX
)
est isomorphe à
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Pic
(
Xm
)Sm ⊕ ZE. Or, en caractéristique nulle, la variété d’Albanese
d’une variété de Fano est de dimension nulle (par le théorème d’annula-
tion de Kodaira ou [13, p. 79] et [20, III.9.3]), donc triviale. On en déduit
que Pic
(
Xm
)Sm
est isomorphe à PicX ([17, (6’) p. 678]).
Remarque 3.2. Ce résultat est toujours valable si la variété X n’est pas
forcément de Fano mais que sa variété d’Albanese est triviale.
Intéressons-nous maintenant au ﬁbré canonique de HilbmX. D’après
[2, théorème 4.12], puisque SymmX est le quotient d’une variété lisse
par un groupe ﬁni d’automorphismes, elle est Q-factorielle. Ceci signiﬁe
qu’elle est normale et que tout diviseur de Weil a un multiple non nul qui
est de Cartier. De plus, d’après le théorème 3 de [40], la variété SymmX
est Gorenstein dont possède un faisceau dualisant qui est localement
libre.
Proposition 3.3. La résolution ε est crépante, ce qui signiﬁe que
ωHilbmX = ε∗ωSymmX ,
où ωSymmX est le faisceau dualisant de Sym
mX. De plus, le ﬁbré en
droites LX,m est l’inverse du faisceau ωSymmX .
Démonstration. Soit ω une 2-forme sur X. Elle induit une 2m-forme ωm
sur Xm∗ donnée par
ωm = (p∗1ω + · · ·+ p∗mω)m,
où pi : Xm → X désigne la i-ième projection. Les formes η∗ωm sur X˜m∗ et
ωm sur Xm∗ sont invariantes sous l’action du groupe Sm donc proviennent
respectivement d’une 2m-forme ω[m] sur Hilb
m
∗ X et d’une 2m-forme ω(m)
sur Symm∗ X. Nous avons donc
ρ∗ω[m] = η∗ωm et π∗ω(m) = ωm.
De plus, d’après [2, théorème 4.12], SymmX est Q-factorielle. Ainsi, il
existe un diviseur de Cartier D(m) sur Sym
mX et un nombre rationnel
k ∈ Q∗ tels que
kdiv(ω(m))|V0 = D(m)|V0 .
Il existe une 2m-forme locale non nulle s(m) et une fonction rationnelle
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f(m) sur Sym
m
∗ X telles que, localement,
D(m) = div(f(m)s(m)).
Notons D[m] = ε∗D(m), s[m] = ε∗s(m) qui est une 2m-forme locale sur
Hilbm∗ X et f[m] = ε
∗f(m) qui est une fonction rationnelle. Nous avons
localement
D[m] = div(f[m]s[m]).
D’après la proposition 5 p. 766 de [7], div(s[m]) = 0. Nous en déduisons
que div(s(m)) = 0. Ainsi, nous obtenons localement
D(m) = ε∗div(f(m)) = div(ε∗f(m)) = div(f[m]) = D[m]
donc
ε∗div(ω(m)) = div(ω[m])
et de même, toujours localement,
π∗div(ω(m)) = div(ωm).
Par conséquent,
ε∗ωSymmX = ωHilbmX
et
π∗ωSymmX = ωXm .
Corollaire 3.4. Le ﬁbré anticanonique de HilbmX est gros.
Démonstration. Comme le morphisme ε est birationnel et que le ﬁbré
en droites LX,m = ω−1SymmX est ample donc gros, nous déduisons de la
relation
ω−1HilbmX = ε
∗LX,m
que le ﬁbré an droites ω−1HilbmX est gros (voir [24, p. 139]).
3.1.2 Cône effectif
Le cône eﬀectif de X, fermeture du cône de NS(X) ⊗ R engendré
par les classes de diviseurs eﬀectifs, intervient dans la déﬁnition de la
constante de Peyre. Nous ne donnerons pas de déﬁnition générale de cette
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constante (on pourra consulter [31] pour celle-ci), mais la calculerons dans
les cas de Hilb2P2 et de Hilb2(P1×P1) au paragraphe 3.2.3. Dans cette
optique, nous déterminons ici les cônes eﬀectifs de ces deux variétés.
Cône effectif de Hilb2P2
Le cône eﬀectif de HilbmP2 a été récemment déterminé par Huizenga
[21, 22], pour tout entier m. Nous proposons ici une démonstration élé-
mentaire du cas m = 2. Le schéma de Hilbert Hilb2(P2) peut être vu
comme l’éclaté de P2 ×P2 le long de la diagonale ∆, quotienté par l’ac-
tion du groupe S2. Nous avons déjà vu que
Pic(Hilb2P2) = Pic(P2)⊕ ZE = ZH ⊕ ZE,
où, toujours avec les notations du paragraphe 3.1.1, ρ∗H = η∗[OP2×P2(1, 1)].
Proposition 3.5. Le cône eﬀectif de Hilb2P2est
R>0(H − E)⊕R>0E.
Démonstration. Tout d’abord, le diviseur E est eﬀectif et, si aH + bE,
avec a, b ∈ Z, est eﬀectif, alors en tirant par ρ ce diviseur puis en le
poussant par η sur P2×P2, on remarque que nécessairementOP2×P2(a, a)
est eﬀectif, donc a > 0. Soit maintenant L = aH − bE, avec a > 0, b > 0
et ab 6= 0. On a
ρ∗L = η∗OP2×P2(a, a)− bE ,
où E = η−1(∆) est le diviseur exceptionnel de l’éclatement. Si le diviseur
L est eﬀectif, alors, sur la carte aﬃneA2×A2, on obtient (en tirant L par
ρ puis en poussant par η) le diviseur d’un polynôme P ∈ K[X, Y,X ′, Y ′]
s’annulant au moins à l’ordre b le long de
X = X
′
Y = Y ′
et vériﬁant
deg(X,Y )(P ) 6 a, deg(X′,Y ′)(P ) 6 a.
Un tel polynôme est élément de l’idéal (X −X ′, Y − Y ′)b.
Notons U = X −X ′ et V = Y − Y ′. Alors, nous pouvons écrire P sous
la forme
P (X, Y,X ′, Y ′) =
∑
u+v>b
Pu,v(X, Y )UuV v = Q(X, Y, U, V ).
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D’une part, deg(U,V )(Q) > b et d’autre part, deg(U,V )(Q) 6 deg(X′,Y ′)(P ).
Ainsi, 0 6 b 6 a. Le cône eﬀectif est donc inclus dans le cône
R>0(H − E)⊕R>0E.
Réciproquement, H −E est bien un diviseur eﬀectif car, sur P2 ×P2, le
polynôme homogène
P (X, Y, Z,X ′, Y ′, Z ′) = XY ′ −X ′Y + Y Z ′ − ZY ′ +XZ ′ − ZX ′
est de degré 1 en (X, Y, Z) et en (X ′, Y ′, Z ′) et s’annule à l’ordre 1 le
long de [X : Y : Z] = [X ′ : Y ′ : Z ′].
Cône effectif de Hilb2(P1 ×P1)
Nous réalisons ici la même étude pour Hilb2(P1 ×P1). Le groupe de
Picard est dans ce cas
Pic(Hilb2(P1 ×P1)) = Pic(P1 ×P1)⊕ ZE = ZH1 ⊕ ZH2 ⊕ ZE,
ρ∗H1 = η∗[O(P1×P1)2(1, 0, 1, 0)] et ρ∗H2 = η∗[O(P1×P1)2(0, 1, 0, 1)].
Proposition 3.6. Le cône eﬀectif de Hilb2(P1 ×P1) est
R>0(H1 − E)⊕R>0(H2 − E)⊕R>0E.
Démonstration. Comme précédemment, le diviseur E est eﬀectif et si le
diviseur aH1+ bH2+ cE est eﬀectif, alors O(P1×P1)2(a, b, a, b) est eﬀectif,
donc a > 0 et b > 0. Soit L = aH1 + bH2 − cE, avec a > 0, b > 0, c > 0
et abc 6= 0. Si le diviseur L est eﬀectif, alors, sur (A1 × A1)2, il induit
le diviseur d’un polynôme P ∈ K[X, Y,X ′, Y ′] s’annulant au moins à
l’ordre c le long de X = X
′
Y = Y ′
et vériﬁant
degX(P ) 6 a, degX′(P ) 6 a, degY (P ) 6 b, degY ′(P ) 6 b.
Un tel polynôme est élément de l’idéal (X−X ′, Y −Y ′)c. Notons toujours
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U = X −X ′ et V = Y − Y ′. Alors
P (X, Y,X ′, Y ′) =
∑
u+v>c
Pu,v(X, Y )UuV v = Q(X, Y, U, V ).
On en déduit que
0 6 c 6 degU(Q) + degV (Q) 6 degX′(P ) + degY ′(P ) 6 a+ b.
Le cône eﬀectif est donc inclus dans le cône
R>0(H1 − E)⊕R>0(H2 − E)⊕R>0E.
Réciproquement, H1 − E est bien un diviseur eﬀectif car le polynôme
homogène
P (X,Z, Y, T,X ′, Z ′, Y ′, T ′) = XZ ′ − ZX ′
est de degré 1 en X,X ′, Z et Z ′, de degré 0 en Y, Y ′, T et T ′ et s’annule à
l’ordre 1 le long de ([X : Z], [Y : T ]) = ([X ′ : Z ′], [Y ′ : T ′]). De la même
façon, on montre que H2 − E est également eﬀectif.
3.2 Points rationnels du schéma de Hilbert
ponctuel
Revenons maintenant à la conjecture 1.24, que nous souhaitons for-
muler pour le schéma de Hilbert ponctuel d’une surface.
Rappelons que X est une surface projective lisse de Fano. On munit
X(Q¯) d’une hauteur absolue Hω−1
X
déﬁnie par une métrique adélique sur
le ﬁbré en droites ω−1X . Nous avons déjà déﬁni une hauteur HLX,m,K sur
SymmX(K) relative au ﬁbré en droites LX,m = ω−1SymmX . Celle-ci induit
naturellement, via le morphisme de Hilbert-Chow
ε : HilbmX → SymmX,
une hauteur surHilbmX(K), relative au ﬁbré en droites ε∗LX,m = ω−1HilbmX
et vériﬁant
Hω−1
HilbmX
,K = HLX,m,K ◦ ε.
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3.2.1 Propriété de Northcott
Tout d’abord, puisque le morphisme ε est birationnel et que LX,m est
ample, le ﬁbré en droites ω−1HilbmX est gros. Il n’est en revanche pas ample.
La propriété de ﬁnitude de Northcott sera vériﬁée sur un ensemble ou-
vert de HilbmX, éventuellement strict. Nous déterminons ici l’ensemble
ouvert maximal sur lequel nous avons la propriété de Northcott.
Proposition 3.7. 1. Pour toute extension ﬁnie L de K et tout nombre
réel B, l’ensemble
{z ∈ (HilbmX − E)(L) | Hω−1
HilbmX
,L(z) 6 B}
est ﬁni.
2. Pour tout ensemble ouvert non vide U de E déﬁni sur K, il existe
une extension ﬁnie L de K et un nombre réel B tels que l’ensemble
{z ∈ U(L) | Hω−1
HilbmX
,L(z) 6 B}
soit inﬁni.
Démonstration. La première partie se déduit du fait que ε induit un
isomorphisme de HilbmX−E sur SymmX−D et que, puisque LX,m est
ample, la propriété de Northcott est vériﬁée sur SymmX pour la hauteur
HLX,m,L. Montrons maintenant la deuxième partie. Soit U un ensemble
ouvert non vide de E déﬁni surK. Puisque E∗ = ε−1(D∗) est un ensemble
ouvert non vide de E, U ∩E∗ est également un ensemble ouvert non vide
de E déﬁni surK. L’ensemble U∩E∗(K¯) est non vide et donc il existe une
extension ﬁnie L de K et un point z0 ∈ (U ∩E∗)(L). Notons y0 = ε(z0) ∈
D∗(L). D’après [17, lemme 4.3], la ﬁbre W0 = ε−1({y0}) est isomorphe à
P1K et, de plus, U ∩W0 est un ensemble ouvert non vide de W0. Ainsi,
(U ∩W0)(L) est un ensemble inﬁni et tous ses points ont même hauteur,
égale à HLX,m,L(y0). Il suﬃt alors de prendre B = HLX,m,L(y0).
Il est donc raisonnable d’écarter l’ensemble E(K) pour l’étude de la
conjecture de Manin sur HilbmX(K).
3.2.2 Énoncé de la conjecture
D’après la proposition 3.1, le rang du groupe de Picard de HilbmX
est égal à rg(PicX) + 1. Ainsi, la conjecture 1.24 se formule, pour cette
variété, de la manière suivante.
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Conjecture 3.8. Soient X une surface projective lisse de Fano déﬁnie
sur K et m > 2 un nombre entier. Il existe une extension ﬁnie L de K et
un ensemble mince Z de HilbmX(L) tels que, lorsque B tend vers l’inﬁni
#{z ∈ HilbmX(L)− Z | Hω−1
HilbmX
,L(z) 6 B} ∼ cB(logB)t,
où t = rg(PicX) et
c = CH
ω
−1
HilbmX
,L
(HilbmX) > 0
est la constante déﬁnie par Peyre.
Remarquons tout d’abord que, d’après la proposition 3.7, l’ensemble
mince exceptionnel Z doit contenir au moins l’ensemble des points ra-
tionnels de E = ε−1(D). Nous développerons dans la suite les cas de
Hilb2P2Q et Hilb
2(P1 × P1)Q. Pour chacun d’eux, nous montrerons la
conjecture 3.8 avec pour Z un ensemble mince et dense.
Comme précédemment, nous parlerons de la conjecture 3.8 forte lors-
qu’il sera supposé que l’ensemble Z est l’ensemble des points rationnels
d’un fermé strict de HilbmX.
Puisque nous nous sommes d’abord intéressée au nombre de points ra-
tionnels de hauteur bornée sur le produit symétrique, voici la traduction
de cette conjecture sur SymmX.
Conjecture 3.9. Soient X une surface projective lisse de Fano déﬁnie
sur K et m > 2 un nombre entier. Il existe une extension ﬁnie L de K
et un ensemble mince Y de SymmX(L) tels que
#{y ∈ SymmX(L)− Y | HLX,m,L(y) 6 B} ∼B→+∞ cB(logB)
rg(PicX),
avec
c = CH
ω
−1
HilbmX
,L
(HilbmX) > 0.
3.2.3 Constantes de Peyre pour les variétés Hilb2P2
et Hilb2(P1 ×P1)
Nous allons maintenant préciser la conjecture 3.8 dans les cas de
Hilb2P2 et Hilb2(P1×P1) en calculant les constantes de Peyre CH(Hilb2X)
déﬁnie par (1.1) pour les surfaces X = P2 et X = P1 × P1 et pour cer-
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taines hauteurs anticanoniques
H = Hω−1
Hilb2X
,K .
Commençons par le cas de Hilb2P2. Nous avons ω−1
P2
= OP2(3).
Avec la hauteur usuelle sur P2
Proposition 3.10. Considérons sur P2(Q¯) la hauteur absolue antica-
nonique
Hω−1
P2
= H32 ,
où H2 est la hauteur absolue usuelle sur P2(Q¯). La hauteurH sur Hilb2P2(K)
induite par celle-ci vériﬁe
CH(Hilb
2P2) =
23rK+5sK3rK+2sKπ6sKh2KR
2
K
9w2K |∆K |3 ζK(3)2
(12 + π2)rK .
Démonstration. D’après la proposition 3.5,
C∨eff(Hilb
2P2) = {aH + bE, (a, b) ∈ R2 | a− b > 0, b > 0}
et par ailleurs,
ω−1
Hilb2 P2
= 3H.
Ainsi,
α(ω−1
Hilb2 P2
) =
1
(2− 1)!
∫ +∞
0
db
∫ +∞
b
e−3a da(3.3)
=
1
3
∫ +∞
0
e−3b db
=
1
9
.
Le nombre de Tamagawa associé à la hauteur H˜ est ici donné par
τH(Hilb
2P2) = lim
s→1
(s− 1)2ζK(s)2 1∆2K
∏
v∈MK
λvωv(Hilb
2(P2)(Kv)).
Le terme λv garantit la convergence du produit inﬁni. Lorsque la place v
est inﬁnie, celui vaut 1 et, lorsque v ∈MK est une place ﬁnie correspon-
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dant à un idéal premier pv de OK , nous avons
λv =
(
1− 1
qv
)2
,
où qv est la norme de l’idéal pv. Dans ce second cas, puisque la métrique
‖·‖v est la métrique induite par le modèle entier, d’après le lemme 1.30
nous avons
ωH˜,v(Hilb
2(P2)(Kv)) =
#Hilb2(P2)(Fqv)
q4v
Or les points de Hilb2(P2)(Fq) sont d’exactement un des trois types sui-
vants.
1. Nous avons tout d’abord les points de E(Fq). Puisque les ﬁbres de
ε au dessus de D sont isomorphes à des droites projectives P1, nous
avons
#E(Fq) = (q2 + q + 1)(1 + q) = q3 + 2q2 + 2q + 1.
2. Ensuite, les points réductibles, de la forme ε−1(π(a, b)) avec a, b
dans P2(Fq) et a 6= b, sont au nombre de
1
2
(q2 + q + 1)(q2 + q) =
1
2
q4 + q3 + q2 +
1
2
q.
3. Enﬁn, les points irréductibles, de la forme ε−1(π(a, a¯)) avec
a ∈ P2(Fq2) \P2(Fq) et a¯ est son conjugué, sont au nombre de
1
2
((q4 + q2 + 1)− (q2 + q + 1)) = 1
2
q4 − 1
2
q.
Par conséquent, #Hilb2(P2)(Fqv) = qv
4 + 2qv3 + 3qv2 + 2qv + 1. Ainsi,
∏
v∤∞
λvωv(Hilb
2(P2)(Kv)) =
∏
v∤∞
(
1− 1
q3v
)2
= ζK(3)−2.
Passons aux volumes archimédiens. Nous noterons U0 = Hilb
2P2 −E et
V0 = Sym
2P2 −D. Lorsque v ∈MK est une place archimédienne,
ωH,v(Hilb
2(P2)(Kv)) = ωH,v(U0(Kv)) = ωHL,K ,v(V0(Kv)),
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avec L = LP2,2, car la résolution ε est crépante. Dans le cas des places
réelles, c’est-à-dire telles que Kv ≃ R, l’ensemble V0(R) se divise en deux
sous-ensembles mesurables
Vr(R) = {π(x, y) ∈ Sym2P2(R) | x, y ∈ P2(R), x 6= y}
et
Vi(R) = {π(x, x¯) ∈ Sym2P2(R) | x ∈ P2(C)−P2(R)},
où x¯ désigne le conjugué complexe de x. La volume du premier est
ωHL,K ,v(Vr(R)) =
1
2
∫
(R2)2
dx dy
max{1, |x1| , |x2|}3max{1, |y1| , |y2|}3
= 72
et celui du second
ωHL,K ,v(Vi(R)) =
1
2
∫
C2
dx
max{1, |x1| , |x2|}6
=
1
2
∫
([0;+∞[×[0,2π])2
(2r dr dθ)(2ρ dρ dφ)
max{1, r, ρ}6
= 8π2
∫ +∞
0
∫ +∞
0
rρ dr dρ
max{1, r, ρ}6
= 6π2.
Ainsi, dans le cas réel,
ωHL,K ,v(V0(Kv)) = 72 + 6π
2.
Dans le cas complexe, nous obtenons
ωHL,K ,v(V0(Kv)) =
1
2
∫
C4
dx1 dx2 dy1 dy2
(max{1, |x1| , |y1|}max{1, |x2| , |y2|})6
= 72π4.
Enﬁn, comme nous l’avons déjà mentionné,
lim
z→1
(z − 1)ζK(z) = 2
rK (2π)sKhKRK
wK
√
|∆K |
.
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Remarque 3.11. Lorsque le corps de base est le corps Q des nombres
rationnels, cette constante est égale à
(3.4) CH
ω
−1
Hilb2 P2
,Q
(Hilb2P2) =
24 + 2π2
3ζ(3)2
.
Avec la hauteur euclidienne sur P2
Nous pouvons également considérer sur P2(Q¯) la hauteur absolue
euclidienne H2,e relative à OP2(1) et déﬁnie pour x = [x0 : x1 : x2] dans
P2(Q¯) par
H2,e(x) =
∏
v∤∞
max{|x0|v , |x1|v , |x2|v}
[Lv :Qv ]
[L:Q]
∏
v|∞
(
|x0|2v + |x1|2v + |x2|2v
) [Lv :Qv ]
2[L:Q] ,
où L est un corps de nombres quelconque tel que x ∈ P2(L).
Nous vériﬁons alors, de la même manière que précédemment, la pro-
position suivante.
Proposition 3.12. Considérons sur P2(Q¯) la hauteur absolue antica-
nonique
Hω−1
P2
= H32,e.
La hauteur H sur Hilb2P2(K) induite par celle-ci vériﬁe
CH(Hilb
2P2) =
22rK+3sK3rKπ2rK+6sKh2KR
2
K
9w2K |∆K |3 ζK(3)2
.
Avec la hauteur usuelle sur P1 ×P1
Intéressons-nous maintenant à la variété Hilb2(P1 ×P1).
Proposition 3.13. Considérons, sur P1 × P1(Q¯), la hauteur absolue
anticanonique
Hω−1
P1×P1
: (x1, x2) 7→ H21 (x1)H21 (x2).
Alors la constante de Peyre pour la hauteur associée H sur l’ensemble
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Hilb2(P1 ×P1)(K) est égale à
26rK+10sKπ7sKh3KR
3
K
32w3K |∆K |7/2
(16 + π2)rK
∏
p 6=0
idéal
premier
(
1− 7
N(p)3
+
7
N(p)4
− 1
N(p)7
)
.
Démonstration. La preuve suivra le même schéma que celle de la propo-
sition 3.10. Commençons par calculer la constante α(ω−1
Hilb2(P1×P1)). Nous
avons
ω−1
Hilb2(P1×P1) = 2H1 + 2H2
et d’après la proposition 3.6, le dual du cône eﬀectif de Hilb2(P1 × P1)
est
{aH2 + bH2 + cE, (a, b, c) ∈ R3 | a− c > 0, b− c > 0, c > 0}.
Par conséquent,
α(ω−1
Hilb2(P1×P1)) =
1
(3− 1)!
∫ +∞
0
dc
∫ +∞
c
∫ +∞
c
e−2a−2b da db(3.5)
=
1
2
∫ +∞
0
dc
(∫ +∞
c
e−2a da
)2
=
1
8
∫ +∞
0
e−4c dc
=
1
32
.
Le nombre de Tamagawa τH(Hilb
2(P1 ×P1)) associé à H est égal à
lim
s→1
(s − 1)3ζK(s)3 1∆2K
∏
v∈MK
λvωH,v(Hilb
2(P1 × P1)(Kv)).
Le terme de convergence λv vaut 1 lorsque v est une place inﬁnie et si
v ∈MK est une place ﬁnie, correspondant à l’idéal premier pv de OK , ce
terme vaut
λv =
(
1− 1
qv
)3
,
où qv est la norme de l’idéal pv. Comme précédemment,
ωH,v(Hilb
2(P1 ×P1)(Kv)) = #Hilb
2(P1 ×P1)(Fqv)
q4v
.
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De plus, #Hilb2(P1 × P1)(Fqv) = 1 + 3q + 6q2 + 3q3 + q4. Ainsi, pour
toute place ﬁnie v,
λvωH,v(Hilb
2(P1 ×P1)(Kv)) = 1− 7
q3v
+
7
q4v
− 1
q7v
.
Passons aux volumes de Hilb2(P1 ×P1)(Kv) pour la mesure de Ta-
magawa aux places v archimédiennes. Soit U0 = Hilb
2(P1 × P1) − E,
isomorphe par ε à V0 = Sym
2(P1 ×P1)−D. Puisque la résolution ε est
crépante,
ωH,v(Hilb
2(P1 ×P1)(Kv)) = ωH,v(U0(Kv)) = ωHL,K ,v(V0(Kv)),
Dans le cas où la place v réelle, le volume ωHL,K ,v(V0(Kv)) vaut
1
2
∫
R4
dx1 dx2 dy1 dy2
(max{1, |x1|}max{1, |x2|}max{1, |y1|}max{1, |y2|})2
+
1
2
∫
C2
dx1 dy1
(max{1, |x1|}max{1, |y1|}})4
c’est-à-dire
ωHL,K ,v(V0(Kv)) = 128 + 8π
2.
Et dans le cas complexe, ce volume vaut
1
2
∫
C4
dx1 dx2 dy1 dy2
(max{1, |x1|}max{1, |x2|}max{1, |y1|}max{1, |y2|})4
soit
ωHL,K ,v(V0(Kv)) =
1
2
(∫
C
dx1
max{1, |x1|}4
)4
=
1
2
(4π)4
= 128π4.
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3.3 Phénomènes d’accumulation
Dans cette partie, nous donnons les premiers résultats relatifs à la
conjecture 3.8. Nous montrerons tout d’abord que cette conjecture dans
sa version forte est, sous certaines conditions, incompatible avec la conjec-
ture 1.24 forte sur la surface de Fano X. Nous verrons ensuite que les
points du schéma de Hilbert HilbmX provenant d’un m-uplet de points
de X situés sur une droite rationnelle de X forment en général un fermé
strict de HilbmX qui est a priori fortement accumulateur, au sens de
1.26, c’est-à-dire qui contient plus de points rationnels que ce la conjec-
ture 3.8 prédit.
3.3.1 Incompatibilités avec la conjecture 1.24 forte
Parmi les points rationnels de HilbmXK se trouvent les points de
l’ensemble
Z0 = ε−1(π(Xm(K)))
qui proviennent des points rationnels de XmK . C’est un ensemble mince de
HilbmXK qui est dense pour la topologie de Zariski, si X(K) est dense
dans X. Or, puisque le rang du groupe de Picard de XmK est en général
plus grand que celui de HilbmXK , si la conjecture forte est vraie sur XmK ,
cet ensemble devrait être accumulateur au sens de la déﬁnition 1.26. Ces
ensembles fournissent donc de nouveaux contre-exemples à la conjecture
de Batyrev-Manin (conjecture 1.24 forte). Plus précisément, nous allons
montrer ceci.
Proposition 3.14. Soit X une surface de Fano déﬁnie sur K, munie
d’une hauteur adélique Hω−1,K relative au ﬁbré anticanonique ω
−1
X . Sup-
posons que
1. X vériﬁe la conjecture 1.24 forte pour cette hauteur, sur un en-
semble ouvert non vide W de X et sur le corps de nombres K ;
2. pour tout fermé strict F de Wm,
#{x ∈ F (K) | Hω−1
Xm
,K(x) 6 B}
#{x ∈ Wm(K) | Hω−1
Xm
,K(x) 6 B}
−→
B→+∞
0.
Notons ZW = ε−1
(
π(Wm(K))
)
∩U0(K) et t le rang du groupe de Picard
de X.
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Alors il existe une constante c > 0 telle que, pour tout ensemble ouvert
non vide U de HilbmX,
#{z ∈ ZW ∩ U | Hω−1
HilbmX
,K(z) 6 B} ∼B→+∞ cB(logB)
tm−1.
De plus,
c =
1
m!
cH
ω
−1
Xm
,K
(Xm).
Rappelons que le rang du groupe de Picard de HilbmX, pour m > 2,
est égal à t+ 1. Cette proposition implique donc directement le résultat
suivant.
Corollaire 3.15. Sous les hypothèses de la proposition 3.14, la conjecture
3.8 forte est fausse si m > 3 ou (m = 2 et rg PicX > 2).
Par exemple, les variétés toriques de Fano vériﬁent les hypothèses
de la proposition 3.14 (voir [9, 3.10]), donc leurs schémas de Hilbert
ponctuels fournissent toute une famille de nouveaux contre-exemples à
la conjecture de Batyrev-Manin. En particulier, nous en déduisons que
la conjecture 3.8 forte est fausse sur Hilbm(P1 × P1) pour tout entier
m > 2. Au chapitre 4 nous montrerons que la variété Hilb2(P1 × P1),
en plus d’être un contre-exemple à la conjecture forte, vériﬁe la conjec-
ture aﬀaiblie 3.8 sur le complémentaire d’un ensemble mince et dense
contenant Z0.
Jusqu’à présent, seul le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel [4],
ainsi que quelques contre-exemples heuristique basés sur des évaluations
numériques [14],étaient connus. Ceux-ci n’exhibaient cependant pas l’en-
semble à écarter pour retrouver l’estimation de la conjecture de Batyrev-
Manin.
La variété X = P2 vériﬁe également les hypothèses de la proposition,
3.14, donc nous pouvons dire que la conjecture de Batyrev-Manin est
fausse sur HilbmP2 pour tout entier m > 3. Lorsque m = 2 la contribu-
tion de l’ensemble Z0 est du même ordre de grandeur que ce que prédit
la conjecture. Nous verrons cependant plus loin qu’il est nécessaire de
l’écarter pour que la conjecture 3.8, avec la constante de Peyre, soit vé-
riﬁée.
Démonstration. Par hypothèse, il existe une constante c1 > 0 telle que
#{x ∈ W (K) | Hω−1
X
,K(x) 6 B} ∼B→+∞ c1B(logB)
t−1.
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D’après la compatibilité au produit de la conjecture de Batyrev-Manin
[31, Proposition 4.1], il existe une constante c2 > 0 telle que
#{x′ ∈ Wm(K) | Hω−1
Xm
,K(x
′) 6 B} ∼
B→+∞
c2B(logB)tm−1.
Or, la contribution de tout fermé strict de Wm est négligeable. Ainsi,
pour tout ensemble ouvert U non vide de HilbmX, en notant W ′ =
π−1(ε(U ∩ U0)),
#{z ∈ ZW ∩ U | Hω−1,K(z) 6 B}
=
1
m!
#{x′ ∈ (Wm ∩W ′)(K) | Hω−1
Xm
,K(x
′) 6 B}
∼ 1
m!
#{x′ ∈ Wm(K) | Hω−1
Xm
,K(x
′) 6 B}
∼ c2
m!
B(logB)tm−1.
3.3.2 Ensembles accumulateurs issus des courbes
Nous nous intéressons maintenant aux points rationnels d’un Symm C,
où C est une courbe deX déﬁnie surK. Nous cherchons à savoir si ceux-ci
peuvent fournir des exemples de sous-ensembles a priori accumulateurs,
c’est-à-dire dont le cardinal est asymptotiquement strictement supérieur
à ce que prédit la conjecture 3.8. L’étude des points rationnels de Symm C
ayant été faite au chapitre 2, il nous suﬃt de considérer, sur C, le ﬁbré
en droites
M = ω−1X |C
de degré
a = [ω−1X ] · C > 0.
Courbes rationnelles
Nous déduisons du théorème 2.13 la proposition suivante.
Proposition 3.16. Soit C une courbe de la surface de Fano X,rationnelle,
géométriquement irréductible et déﬁnie sur K et soit m > 2 en entier.
1. Si C(K) 6= ∅, l’ensemble Symm C(K) est a priori fortement ac-
cumulateur dans l’ensemble des points rationnels de SymmX de
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hauteur inférieure à B si, et seulement si, [ω−1X ] · C 6 m.
2. Si C a un point de degré k 6 m sur K et si k(m + 1) 6 [ω−1X ] · C,
alors l’ensemble Symm C(K) n’est a priori pas accumulateur dans
l’ensemble des points rationnels de SymmX de hauteur inférieure
à B.
Par exemple, lorsque X = P1 × P1, une courbe rationnelle C de
bidegré (d1, d2), avec d1, d2 > 0 et (d1, d2) 6= (0, 0), vériﬁe
[ω−1X ] · C = 2d1 + 2d2.
Lorsque m = 2, les courbes de bidegré (1, 0) ou (0, 1) induisent donc
un sous-ensemble a priori fortement accumulateur. Nous retrouverons
ceci dans l’étude des points quadratiques de P1 × P1 (voir partie 4.2
concernant le points irréductibles de type 1 ).
Si X est le plan projectif P2, une courbe rationnelle C sur X, déﬁnie
sur K et de degré d > 0,
[ω−1X ] · C = 3d.
Si C a un point rationnel et si 3d 6 m, la courbe C induit un sous-ensemble
a priori fortement accumulateur dans SymmP2. Si m = 2, la condition
3d 6 m n’est jamais vériﬁée. En revanche, si m > 3, toute droite – de
degré 1 – induit un sous-ensemble a priori fortement accumulateur. C’est
d’ailleurs de ces sous-ensembles que provient la borne inférieure pour les
points de degré m > 3 sur P2 dans [35] et [19]. Lorsque m = 2 que que C
n’a pas de point rationnel mais a un point quadratique, elle est de degré
anticanonique au moins 6 et donc la condition
2(m+ 1) 6 [ω−1X ] · C
est vériﬁée. Ainsi, aucune courbe rationnelle géométriquement irréduc-
tible de P2 n’induit d’ensemble accumulateur dans Sym2P2
Pour compléter cette étude, il convient de déterminer si la réunion des
sous-ensembles Symm C(K) qui sont a priori accumulateurs peut contre-
dire ou non la conjecture forte sur le schéma de Hilbert. Nous allons
montrer que ce n’est pas le cas.
Proposition 3.17. Soient m > 2 et a > 1 deux entiers. La réunion Ya
des Hilbm C, où C est une courbe rationnelle déﬁnie sur K de la surface
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de Fano X et de degré anticanonique a, est contenue dans un fermé de
dimension inférieure ou égale à m+ a− 1.
Remarque 3.18. Par conséquent, lorsque a 6 m, la réunion Ya est un
ensemble a priori accumulateur de HilbmX mais de dimension stricte-
ment inférieure à 2m, donc ne contredit pas la conjecture forte.
Démonstration. Notons Hom(P1, X, a) l’ensemble des morphismes de P1
dans X de degré a par rapport au diviseur anticanonique de X. Une
courbe rationnelle de degré anticanonique est alors un élément
de Hom(P1, X, a)/PGL2. La variété X étant de Fano, on peut écrire
Hom(P1, X, a) =
r⋃
i=1
Mi,
où Mi sont les composantes de Hom(P1, X, a), r > 1. Si M est l’une
des ces composantes, nous noterons evM : M× P1 → X le morphisme
d’évaluation donné par (ϕ, x) 7→ ϕ(x). Si celui-ci est dominant, alors
(3.6) dimM = a+ dimX = a+ 2.
Soit alors
F =
⋃
16i6r
evMi non dominant
evMi(Mi ×P1).
Cet ensemble est un fermé strict de X. Nous pouvons déﬁnir
Ha = (Hom(P1, X, a)− Hom(P1, F ))/PGL2
et
Wa = {(x, C) ∈ SymmX ×Ha | x ∈ Symm C}.
Si Ha est vide, alors Ya est inclus dans Hilbm F , donc de dimension
inférieure à m. Sinon, d’après (3.6), Ha est de dimension a + 2 − 3 soit
a− 1. Les deux projections p1 et p2 envoient Wa sur
Va =
⋃
C∈Ha
Symm C
et sur Ha, respectivement. Les ﬁbres de p2 étant de dimension m, nous
en déduisons que la dimension de Wa est égale à a− 1 +m. Par ailleurs,
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puisque la projection p1 est surjective,
dim Va 6 dimWa.
Enﬁn, comme Symm F est un fermé strict de SymmX, la dimension de
Ya est égale à celle de Va. Par conséquent,
dimYa 6 a+m− 1.
Si C n’est pas géométriquement irréductible et que m = 2, la propo-
sition 2.22 donne le résultat suivant.
Proposition 3.19. Soit C une courbe déﬁnie sur K de la surface de
Fano X, rationnelle, irréductible sur K, mais non géométriquement ir-
réductible. Si [ω−1X ] · C > 3, alors l’ensemble Symm C(K) n’est a priori
pas accumulateur dans l’ensemble des points rationnels de SymmX de
hauteur inférieure à B.
Par exemple, si X = P2, [ω−1X ] · C = 3deg C est toujours au moins
égal à 3. Donc Symm C(K) n’est a priori pas accumulateur.
Courbes de genre supérieur
Pour les courbes de genre supérieur, commençons par interpréter les
théorèmes de Silverman (théorème 2.18) et de Batyrev et Tschinkel (co-
rollaire 2.21) du chapitre 2.
Dans tous les cas d’application du théorème 2.18, les ensembles
Symm C(K)− Y (K)
ne seront a priori pas accumulateurs dans SymmX. Il reste la contribu-
tion du fermé Y à vériﬁer.
Le corollaire 2.21 nous donne le résultat suivant.
Proposition 3.20. Soit C une courbe de genre g > 2 d’une surface pro-
jective lisse de Fano X déﬁnie sur K et soit m > 2g − 2 un entier.
L’ensemble Symm C(K) est a priori fortement accumulateur dans l’en-
semble des points rationnels de SymmX de hauteur inférieure à B si, et
seulement si, [ω−1X ] · C 6 m− g.
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Dans le cas m = 2, il nous suﬃt de traduire les majorations des
propositions 2.22 et 2.23. en considérant le ﬁbré en droites M = ω−1X |C
sur C.
Proposition 3.21. Soit C est une courbe déﬁnie sur K d’une surface
de Fano X, de genre g > 1,irréductible sur K. L’ensemble Sym2 C(K)
n’est pas accumulateur dans Sym2X(K) pour le ﬁbré ω−1X dans les cas
suivants :
1. La courbe C n’est pas géométriquement irréductible ;
2. La courbe C n’est pas hyperelliptique ;
3. La courbe C est hyperelliptique et [ω−1X ] · C > 3 ;
4. La courbe C est de genre 1, sa normalisée est une courbe elliptique
sur K et [ω−1X ] · C > 3 ;
5. La courbe C est de genre 1 et [ω−1X ] · C > 5.
En prenant toujours l’exemple de X = P2, la condition
[ω−1X ] · C > 3
est toujours vériﬁée et si C est une courbe de P2 de genre 1, degC > 3,
donc
[ω−1X ] · C > 9.
Ainsi, les ensembles Sym2 C(K) ne sonta priori jamais accumulateurs
dans Sym2P2(K).
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CHAPITRE 4
EXEMPLES DES SURFACES P2 ET
P1 ×P1
Dans ce chapitre, nous montrons la conjecture 3.8 lorsque la surface
X est P2 puis P1 ×P1 sur Q.
4.1 Cas de Hilb2P2 sur Q
4.1.1 Points quadratiques sur P2
Les points quadratiques de P2 de hauteur bornée ont été étudiés par
Schmidt [36]. Nous rappelons ici le résultat de cet article.
Théorème 4.1 ([36], Théorème 3). Le nombre de points quadratiques
x ∈ P2(Q¯) vériﬁant H2(x) 6 B est égal à
96 + 8π2
ζ(3)2
B6 logB +O(B6
√
logB).
De ce théorème nous allons déduire que la variété Hilb2P2 vériﬁe la
conjecture 3.8 sur le corps Q, pour une certaine hauteur anticanonique.
4.1.2 Points rationnels de Hilb2P2
Sur P2(Q¯) nous choisirons la hauteur absolue anticanonique donnée
par
HO
P2 (3)
= H32 ,
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où H2 est la hauteur absolue usuelle sur P2(Q¯). Nous en déduisons des
hauteurs HL
P2,2,Q
et Hω−1
Hilb2 P2
,Q sur Sym
2P2(Q) et Hilb2P2(Q), respec-
tivement.
Dans la section 3.3.1, nous avons déjà étudié la répartition des points
de
Z0 = ε−1π(P2 ×P2(Q)).
Le théorème suivant rappelle ce résultat et le complète par la contribution
des points de sont complémentaire.
Théorème 4.2. La variété Hilb2P2 vériﬁe la conjecture 3.8 sur le corps
Q pour la hauteur Hω−1
Hilb2 P2
,Q. Plus précisément, pour tout ensemble ou-
vert non vide U de Hilb2P2, on a
#{z ∈ (Z0 − E(Q)) ∩ U(Q) | Hω−1
Hilb2 P2
,Q(z) 6 B} ∼B→+∞
8
ζ(3)2
B logB
et par ailleurs, on a
#{z ∈ Hilb2P2(Q)− Z0 | Hω−1
Hilb2 P2
,Q(z) 6 B} ∼B→+∞
24 + 2π2
3ζ(3)2
B logB.
Remarque 4.3. Nous retrouvons, dans le deuxième équivalent, la constante
de Peyre donnée en (3.4) :
CH
ω
−1
Hilb2 P2
,Q
(Hilb2P2) =
24 + 2π2
3ζ(3)2
.
Ce théorème montre donc que la conjecture 3.8 est vraie en enlevant
l’ensemble exceptionnel Z0 qui est mince et dense. Cependant, puisque la
contribution de Z0−E(Q) est du même ordre de grandeur, la conjecture
3.8 forte est également vraie si l’on enlève la condition sur la constante
(conjecture de Peyre). Nous ne sommes néanmoins pas en mesure de
montrer dans ce texte que la conjecture de Peyre est fausse. Pour cela il
faudrait montrer que pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb2P2Q,
#{z ∈ (Hilb2P2 − E)(Q) ∩ U(Q) | Hω−1
Hilb2 P2
,Q(z) 6 B} ∼B→+∞ c˜B logB
avec c˜ > 24+2π
2
3ζ(3)2
. Au paragraphe 3.3.2, nous avons montré que les fermés
de Sym2P2 de la forme Sym2C où C est une courbe de P2 ne sont pas
accumulateurs. Il faudrait poursuivre ce travail pour les autres fermés de
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Sym2P2.
Démonstration. La première partie est exactement la proposition 3.14,
en remarquant que la constante de Peyre pour (P2Q)
2 avec la hauteur
Hω−1
P2×P2
,Q : (x1, x2) 7→ H2(x1)3H2(x2)3
considérée est (
4
ζ(3)
)2
=
16
ζ(3)2
.
Puisque nous avons un isomorphisme
Hilb2P2 − E ∼→ Sym2P2 −D,
il suﬃt, pour montrer la seconde partie, d’étudier les points rationnels
de Sym2P2 −D de hauteur HL,Q bornée. Notons
Vr = π(P2 ×P2(Q))
l’ensemble des points réductibles de Sym2P2(Q). Nous avons alors, en
notant x¯ ∈ P2(Q¯) le conjugué du point quadratique x,
#{y ∈ Sym2P2(Q)− Vr(Q) | HL
P2,2,Q
(y) 6 B}
=
1
2
#{(x, x¯) ∈ (P2 ×P2)(Q¯) | [Q(x) : Q] = 2, H2(x)6 6 B}
=
1
2
#{x ∈ P2(Q¯) | [Q(x) : Q] = 2, H2(x) 6 B1/6}
∼ 24 + 2π
2
3ζ(3)2
B logB,
d’après le théorème 4.1.
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4.2 Cas de Hilb2(P1 ×P1) sur Q
Nous nous plaçons maintenant dans le cas où la surfaceX est P1×P1.
Nous allons montrer que la conjecture 3.8 est vraie pour Hilb2(P1×P1),
mais fausse dans se version forte.
4.2.1 Théorème principal
On considère la surface P1×P1 déﬁnie sur le corps Q et munie de la
hauteur anticanonique donnée par
HO(2,2)(x, y) = H1(x)2H1(y)2,
où H1 est la hauteur absolue usuelle sur P1(Q¯). Nous nous intéressons
ici, en particulier, aux points quadratiques sur Q de P1 ×P1, donc à la
conjecture 3.8 sur Hilb2(P1×P1) pour la hauteur induite Hω−1
Hilb2(P1×P1)
,Q.
Nous avons, pour tout ((x1, x2), (y1, y2)) ∈ (P1 ×P1)2(Q),
HL
P1×P1,2,Q
(π((x1, x2), (y1, y2))) = H(x1)2H(x2)2H(y1)2H(y2)2
et
Hω−1
Hilb2(P1×P1)
,Q = HLP1×P1,2,Q ◦ ε.
Pour plus de clarté dans les énoncés et les démonstrations, nous noterons
ici
ω−1 = ω−1
Hilb2(P1×P1)
et
H = H1
Rappelons que nous avons déﬁni les ensembles
U0 = Hilb
2(P1 ×P1)− E
et
V0 = Sym
2(P1 ×P1)−D.
Le morphisme ε induit un isomorphisme de U0 sur V0.
Nous allons séparer les points rationnels de Hilb2(P1 × P1) en trois
catégories que nous décrivons ici sur (Sym2(P1 × P1))(Q). Nous consi-
dérerons
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1. l’ensemble Vr(Q) = π((P1 ×P1)2(Q)) des points réductibles ;
2. l’ensemble V1(Q) ⊂ V0(Q) des points dits irréductibles de type 1 de
la forme x+ x¯ avec x = (x1, x2) où x1 ∈ P1(Q¯), [Q(x1) : Q] = 2, et
x2 ∈ P1(Q) (ou, de manière symétrique, x2 ∈ P1(Q¯), avec [Q(x2) :
Q] = 2, et x1 ∈ P1(Q)) et x¯ est son conjugué ;
3. et l’ensemble V2(Q) ⊂ V0(Q) des points dits irréductibles de type 2
de la forme x + x¯ où x = (x1, x2), avec x1, x2 ∈ P1(Q¯) et [Q(x1) :
Q] = [Q(x2) : Q] = 2, et x¯ est son conjugué.
Nous noterons ZP1(Q),H la fonction zêta des hauteurs pour P1(Q)
muni de la hauteur absolue usuelle H. Cette fonction est déﬁnie, pour
Re(s) > 2, par
ZP1(Q),H(s) =
∑
x∈P1(Q)
1
H(x)s
.
Nous allons montrer le résultat suivant.
Théorème 4.4. Soient Z0 = ε−1(Vr(Q)), Z1 = ε−1(V1(Q)) et
Z = Z0 ∪ Z1.
Nous avons
1. Pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb2(P1 ×P1), le cardinal
de l’ensemble
{z ∈ U(Q) ∩ (Z0 − E(Q)) | Hω−1,Q(z) 6 B}
est équivalent, lorsque B tend vers +∞, à
8
ζ(2)4
B log3B.
2. Lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{z ∈ Z1 | Hω−1,Q(z) 6 B} =
8ZP1(Q),H(6)
ζ(3)
B3/2 +O(B logB).
3. Lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{z ∈ Hilb2P2(Q)−Z | Hω−1,Q(z) 6 B} = c3B log2B+O(B log3/2B),
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avec
c3 =
1
4
(16 + π2)
∏
p premier
(
1− 7
p3
+
1
p4
− 1
p7
)
.
Remarque 4.5. 1. La troisième partie du théorème montre que la
conjecture 3.8 est vraie pour Hilb2(P1×P1)(Q) avec pour ensemble
exceptionnel l’ensemble Z, mince et dense. De plus, d’après la pro-
position 3.13, la constante c3 est exactement la constante de Peyre
pour la variété Hilb2(P1×P1)Q munie de la hauteurHω−1
Hilb2(P1×P1),Q
.
2. Comme nous l’avons déjà remarqué au paragraphe 3.3.1, la pre-
mière partie fournit un contre-exemple à puissance du logB dans
la conjecture 3.8 forte (conjecture de Batyrev-Manin). Ce théorème
constitue le premier exemple où la conjecture forte est fausse mais
où l’on peut prouver une conjecture aﬀaiblie.
3. Si on considère le morphisme
ϕ1 : (Sym
2P1)×P1 −→ Sym2(P1 ×P1)
(π(x, y), z) 7−→ π((x, z), (y, z))
et son symétrique ϕ2 : (π(x, y), z) 7→ π((z, x), (z, y)), alors
V1(Q) =
(
ϕ1(Sym
2P1(Q)×P1(Q))∪ϕ2(Sym2P1(Q)×P1(Q))
)
∩V0(Q).
Ainsi, V1(Q) est un ensemble mince de Sym
2(P1×P1)(Q) contenu
dans un fermé de dimension 3 de Sym2(P1 × P1). La deuxième
partie ne donne donc pas de contre-exemple à la puissance de B
dans la conjecture forte.
4. Si l’on revient à notre problème initial, l’étude de la répartition
des points quadratiques de (P1 × P1)Q, ce théorème montre que,
lorsque B tend vers l’inﬁni, le cardinal de l’ensemble
{x = (x1, x2) ∈ (P1 ×P1)(Q¯) | [Q(x) : Q] = 2, H(x1)H(x2) 6 B}
est égal à
c2B
6 +O(B4 log2B),
le terme principal étant donné par la contribution des points qua-
dratiques de la forme (x1, x2), où l’un des xi est rationnel.
La ﬁn de ce chapitre se concentre sur la preuve du théorème 4.4. La
première partie a déjà été traitée dans la proposition 3.14. En eﬀet, la
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variété (P1×P1)2 est une variété de drapeaux, donc ses points rationnels
sont équidistribués sur tout ensemble ouvert non vide (condition 2 de la
proposition 3.14). De plus, d’après le théorème de Schanuel sur P1Q et
la stabilité de la constante de Peyre par produit, la constante associée à
(P1 ×P1)2 est (
2
ζ(2)
)4
.
De la même manière que pour Hilb2P2, le reste du théorème sera déduit
de l’étude des points quadratiques de la surface P1 ×P1. Nous étudions
donc maintenant la répartition des points quadratiques de type 1, puis
de type 2.
4.2.2 Points quadratiques de type 1
Intéressons-nous aux points quadratiques de type 1, de la
forme x = (x1, x2) ∈ (P1 ×P1)(Q¯) où l’un des xi est rationnel et l’autre
de degré 2. Notons
N1(B) = #{(x1, x2) ∈ P1(Q¯)×P1(Q) | [Q(x1) : Q] = 2, H(x1)H(x2) 6 B}.
Théorème 4.6. Lorsque B tend vers l’inﬁni,
N1(B) = 8ZP
1(Q),H(6)
ζ(3)
B6 +O(B4 logB).
Ce théorème suivant démontre le point 2. du théorème 4.4, étant
donné la relation
#{z ∈ Z1 | Hω−1,Q(z) 6 B} = 12N1(B
1/4).
Démonstration. Nous avons
N1(B) =
∑
x2∈P1(Q)
#
{
x1 ∈ P1(Q¯) | [Q(x1) : Q] = 2, H(x1) 6 B
H(x2)
}
.
Or, d’après [36, Théorème 3] ,
#{x1 ∈ P1(Q¯) | [Q(x1) : Q] = 2], H(x1) 6 B} = 8
ζ(3)
B6+O(B4 logB).
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Ainsi,
N1(B) =
∑
x2∈P1(Q)
(
8
ζ(3)
B6
H(x2)6
+O
(
B4
H(x2)4
log
(
B
H(x2)
)))
.
De plus,
∑
x2∈P1(Q)
logH(x2)
H(x2)4
≪
∞∑
n=1
log(n)
#{x2 ∈ P1(Q) | n 6 H(x2) < n+ 1}
n4
≪
∞∑
n=1
log(n)
n2
,
car
(4.1) #{x2 ∈ P1(Q) | H(x2) 6 B} = 2
ζ(2)
B2 +O(B logB).
d’après le théorème de Schanuel [34]. Donc la série du terme d’erreur
converge et
N1(B) = 8ZP
1(Q),H(6)
ζ(3)
B3/2 +O(B logB).
4.2.3 Points quadratiques de type 2
NotonsN2(B) l’ensemble des points quadratiques de type 2 deP1 ×P1,
de la forme x = (x1, x2) ∈ (P1 × P1)(Q¯) avec x1 et x2 des points qua-
dratiques de P1, et vériﬁant
H(x1)H(x2) 6 B.
Le point x est de degré 2 si, et seulement si, les points x1 et x2
engendrent un même corps quadratique L. Nous avons donc
N2(B) =
∑
[L:Q]=2
#{(x1, x2) ∈ (P1)2(L), Q(xi) = L, H(x1)H(x2) 6 B}.
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Théorème 4.7. Lorsque B tend vers l’inﬁni, N2(B) est égal à
(64 + 4π2)
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)
B4(logB)2 +O(B4(logB)3/2).
Ceci démontre le point 3. du théorème 4.4, étant donné que
#{z ∈ Hilb2P2(Q)− Z | Hω−1,Q(z) 6 B} = 12N2(B
1/4).
Pour la preuve de du théorème 4.7, nous utiliserons une méthode
semblable à celle utilisée par Schmidt dans [36]. Commençons par étudier,
pour tout corps quadratique L et tout nombre réel B, le cardinal
N2,L(B) = #{(x1, x2) ∈ (P1 ×P1)(L) | Q(xi) = L, H(x1)H(x2) 6 B}.
Remarque 4.8. Dans la suite, les constantes implicites dans les nota-
tions O, ≪ ou ≫ seront indépendantes du corps quadratique L. Pour
tout nombre réel u > 0, nous notons
log+(u) = max{1, log u}.
Soient
cL =
γLλLhLRL
wLζL(2) |∆L| , c
∗
L =
√√√√hLRL log+(hLRL)
|∆L| ,
avec
γL =
2π si ∆L < 08 si ∆L > 0 λL =
2π si ∆L < 04 si ∆L > 0 ,
et
δL = max
1, |∆L|
1/4
√
2
 .
Rappelons le résultat suivant, dû à Schmidt, qui donne une version
plus précise du théorème de Schanuel.
Proposition 4.9 ([36], théorème 2). Soit L un corps quadratique. Alors,
lorsque B tend vers l’inﬁni,
#{α ∈ P1(L) | Q(α) = L, H(α) 6 B} = cLB4 +O(c∗LB3).
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Remarque 4.10. 1. Si α ∈ P1(L) et Q(α) = L est quadratique,
alors le discriminant de L vériﬁe
(4.2) |∆L| 6 4H(y)4.
(borne de Silverman, voir [38, théorème 2]).
2. Nous en déduisons que le cardinal de la proposition 4.9 est nul si
B < δL. Ainsi,
(4.3) cLδL = O(c∗L).
Nous pouvons alors montrer la proposition suivante.
Proposition 4.11. Soit L un corps quadratique. Le cardinal N2,L(B) de
l’ensemble
{(x1, x2) ∈ (P1 ×P1)(L) | Q(xi) = L, H(x1)H(x2) 6 B}.
vériﬁe
1. si B < δ2L, N2,L(B) = 0 ;
2. pour tout réel B > δ2L, N2,L(B) est égal à
4c2LB
4 log
(
B
δ2L
)
+O
(
c∗LcL
δL
B4 + (c∗L)
2B3 log
(
B
δ2L
)
+ (c∗L)
2B3
)
.
Démonstration. Tout d’abord, si L est un corps quadratique et si y est
un point de P1(L) tel que Q(y) = L alors nous avons, d’après (4.2),
|∆L| 6 4H(y)4.
De plus, la hauteur H est à valeurs dans [1;+∞[. Ainsi,
H(y) > δL.
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Nous en déduisons la première partie. De plus, nous avons
N2,L(B) = #{(x, y) ∈ (P1)2(L) | Q(x) = Q(y) = L, H(x)H(y) 6 B}
=
∑
x∈P1(L), Q(x)=L
δL6H(x)6
B
δL
#
{
y ∈ P1(L) | Q(y) = L, H(y) 6 B
H(x)
}
= cLB4
∑
x∈P1(L), Q(x)=L
δL6H(x)6
B
δL
1
H(x)4
+O
c∗LB3 ∑
x∈P1(L), Q(x)=L
δL6H(x)6
B
δL
1
H(x)3
.
Notons, pour tout entier naturel n et tous nombres réels M > N > 1,
ZL(n,N,M) =
∑
x∈P1(L), Q(x)=L
N6H(x)6M
1
H(x)n
.
Nous allons montrer que
ZL(4, δL, B/δl) = 4cL log
(
B
δ2L
)
+O
(
c∗L
δL
)
et
ZL(3, δL, B/δl) = O
(
cL
δL
B + c∗L log
(
B
δ2L
)
+ c∗L
)
,
ce qui démontrera la proposition. Posons, pour tout entier naturel j > 1,
aL(j) = #{x ∈ P1(L), Q(x) = L, j − 1 6 H(x) < j}
et
AL(j) =
j∑
k=1
aL(k).
Alors, d’après la proposition 4.9,
AL(j) = cLj4 +O(c∗Lj
3)
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et, par ailleurs, pour M > N > 1 entiers naturels,
ZL(n,N,M) =
M∑
j=N+1
∑
x∈P1(L), Q(x)=L
j−16H(x)<j
1
H(x)n
=
M∑
j=N+1
a(j)
jn
+O
 M∑
j=N+1
a(j)
jn+1

De plus, par la formule sommatoire d’Abel, pour tous entiers naturels n
et M > N > 1,
M∑
j=N+1
a(j)
jn
=
AL(M)
Mn
− AL(N)
Nn
+ n
∫ M
N
AL(u)
un+1
du
=
AL(M)
Mn
− AL(N)
Nn
+ n
∫ M
N
cLu
4 +O(c∗Lu
3)
un+1
du
=
AL(M)
Mn
− AL(N)
Nn
+ ncL
∫ M
N
1
un−3
du+O
(
c∗L
∫ M
N
1
un−2
du
)
.
On en déduit que, pour tous entiers M > N > 1,
ZL(4, N,M) = 4cL log
(
M
N
)
+O
(
cL +
c∗L
N
)
et
ZL(3, N,M) = O
(
cLM + cLN + c∗L + c
∗
L log
(
M
N
))
.
En prenant maintenant M = ⌊B/δL⌋ + 1 et N = ⌊δL⌋, et d’après la
relation (4.3) de la remarque 4.10, on en déduit que
∑
x∈P1(L), Q(x)=L
δL6H(x)6
B
δL
1
H(x)4
= 4cL log
(
B
δ2L
)
+O
(
c∗L
δL
)
et ∑
x∈P1(L), Q(x)=L
δL6H(x)6
B
δL
1
H(x)3
= O
(
cL
δL
B + c∗L + c
∗
L log
(
B
δ2L
))
.
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Les termes de la somme∑
[L:Q]=2
#{(x1, x2) ∈ (P1)2(L), Q(xi) = L, H(x1)H(x2) 6 B}
sont nuls dès que |∆L|2 > 16B4. On peut donc récrire
N2(B) = 12
∑
[L:Q]=2
|∆L|64B2
N2,L(B).
On obtient alors
N2(B) = 12
∑
[L:Q]=2
|∆L|64B2
[
4c2LB
4 log
(
B
δ2L
)
+
+O
(
c∗LcL
δL
B4 + (c∗L)
2B3 + (c∗L)
2B3 log
(
B
δ2L
))]
.
Il reste à sommer des constantes arithmétiques sur l’ensemble des
corps quadratiques. Le calcul des sommes est détaillée au chapitre 5 et
repose sur des méthodes dont l’esprit est diﬀérent du reste de cette thèse.
Nous énonçons ici le résultat obtenu.
Proposition 4.12. Soient Y > 1 et B > 1 des nombres réels.
1.
∑
[L:Q]=2
|∆L|6Y
c2L = 2(π
2 + 16)
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)
log(Y ) +O(1).
2.
∑
[L:Q]=2
|∆L|6Y
c2L log(δ
2
L) =
1
2
(π2 + 16)
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)
log2(Y )
+O(log Y ).
3.
∑
[L:Q]=2
|∆L|6Y
c∗LcL
δL
= O((log Y )3/2).
4.
∑
[L:Q]=2
|∆L|6Y
(c∗L)
2 = O(Y 1/2 log Y ).
5.
∑
[L:Q]=2
|∆L|6Y
(c∗L)
2 log
(
B
δ2L
)
= O
(
Y 1/2 log Y log
(
B
Y 1/2
)
+ Y 1/2 log Y
)
.
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En prenant Y = 4B2, cette proposition permet de montrer que
∑
[L:Q]=2
|∆L|64B2
4c2LB
4 log
(
B
δ2L
)
a pour terme principal
4B4(π2 + 16)
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)(
2 log(B) log(B2)− 1
2
log2(B2)
)
,
soit
8(π2 + 16)
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)
B4 log2(B),
avec pour terme d’erreur O(B4 logB). Finalement,
N2(B) = 4(π2+16)
∏
p
(
1− 7
p3
+
7
p4
− 1
p7
)
B4 log2B+O(B4(logB)2/3).
CHAPITRE 5
ESTIMATIONS DE SOMMES
ARITHMÉTIQUES
L’objectif de ce chapitre est de démontrer la proposition 4.12 que
nous avons laissée en suspens dans la preuve du théorème 4.4. Nous
commencerons par évaluer une somme faisant intervenir des fonctions L
de Dirichlet. À partir de celle-ci, nous en déduirons les estimations qui
nous intéressent.
5.1 Une somme de fonctions L
Les corps quadratiques sont paramétrés par leur discriminant, entier
(relatif) ∆ vériﬁant
(a) ∆ = 1 (mod 4) et ∆ 6= 1 est sans facteur carré
ou
(b) ∆ = 4∆′, ∆′ = 2 ou 3 (mod 4) et ∆′ est sans facteur carré.
Nous noterons D l’ensemble des tels entiers ∆ et , pour Y un nombre réel
strictement positif, D+(Y ) (respectivement D−(Y )) désignera l’ensemble
des entiers ∆ ∈ D tels que 0 < ∆ 6 Y (respectivement −Y 6 ∆ < 0).
Nous considérons, pour ∆ ∈ D, le caractère χ∆ : n 7→
(
∆
n
)
, où
(
∆
n
)
est le symbole de Kronecker déﬁni par les conditions suivantes :
(i) Pour p > 2 premier,
(
∆
p
)
est le symbole de Legendre ;
(ii)
(
∆
n
)
= 0 si n divise ∆ ;
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(iii)
(
∆
2
)
=
1 si ∆ = 1 (mod 8)−1 si ∆ = 5 (mod 8)
(iv)
(
∆
−1
)
=
1 si ∆ > 0−1 si ∆ < 0
(v) n 7→
(
∆
n
)
est totalement multiplicative.
Le caractère χ∆ est un caractère de Dirichlet primitif modulo |∆| (voir
[26, Théorème 9.13]).
On peut alors considérer la série L de Dirichlet associée
L(s,∆) =
∞∑
n=1
(
∆
n
)
n−s,
déﬁnie sous cette forme pour Re(s) > 1 et se prolongeant en une fonction
entière à C.
On déﬁnit maintenent, pour a, s ∈ C,
S±(s, a, Y ) = ∑
∆∈D±(Y )
L(s,∆)2
L(a,∆)2
,
où S+(s, a, Y ) (respectivement S−(s, a, Y )) est la somme portant sur
D+(Y ) (respectivement D−(Y )). Nous souhaitons montrer la proposition
suivante, donnant une formule asymptotique de S±(s, a, Y ), lorsque Y
tend vers l’inﬁni.
Proposition 5.1. Soient s = σ + iτ et a = α + iβ deux nombres com-
plexes, avec σ, τ, α, β des nombres réels tels que 7/8 < σ < α et α > 3/2.
Alors, pour tout δ > 0,
S±(s, a, Y ) = c(s, a)Y +O
(
Y
1
6
max{13−8σ,9−4σ,3}+δ)
avec
c(s, a) =
ζ(2s)2
2
∏
p
premier
(1− 1
p2
)(
1− 1
p2s
)2
+
+
(
1− 1
p
)(
1
p2a
+
1
p2(a+s)
− 4
pa+s
− 1
p4s
+
3
p2s
).
De plus, la constante implicite dans le O ne dépend que de δ, α et σ.
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En particulier, lorsque s = 1 et que a = 2, nous obtenons l’estimation
suivante, que nous utiliserons dans la prochaine partie de ce chapitre.
Corollaire 5.2. Pour tout δ > 0,
∑
∆∈D±(Y )
L(1,∆)2
L(2,∆)2
= c(1, 2)Y +O
(
Y
5
6
+δ
)
,
avec
c(1, 2) =
ζ(2)2
2
∏
p
(
1− 7p−3 + 7p−4 − p−7
)
.
Démontrons maintenant la proposition 5.1. Dans toute la démonstra-
tion, les constantes implicites dans les O, ou les symboles ≪ et ≫, ne
dépendront que de δ, α et σ. La démonstration s’inspire du travail de
Schmidt [36, Annexe] pour l’estimation de
∑
∆∈D±(Y )
L(1,∆)
L(2,∆)
et du travail de Jutila [23].
On se donne deux nombres complexes s = σ + iτ et a = α+ iβ, avec
σ, τ, α, β des nombres réels. Nous introduisons également un paramètre
Z > 1, qui sera choisi plus tard en fonction de Y .
Lemme 5.3. Pour tout Z > 1, tout ∆ ∈ D, tout s = σ + iτ et tout
δ > 0,
L(s,∆)2 =
∑
n6Z2
d(n, Z)
ns
(
∆
n
)
+
+O
(
Z−2σ |∆|1+δ + Z−2σ+1 |∆|1/2+δ + Z−σ+δ |∆|1/2+δ
)
,
où d(n, Z) = #{(n1, n2) ∈ N2 | n1 6 Z, n2 6 Z et n1n2 = n}.
Remarque 5.4. Si n 6 Z, alors d(n, Z) = d(n), le nombre de diviseurs
positifs de n. Dans tous les cas, d(n, Z) 6 d(n). De plus, la fonction
n 7→ d(n) est multiplicative et vériﬁe, pour tout n > 1 et tout nombre
réel δ > 0,
d(n)≪ nδ
(voir [1, Théorème 13.12]).
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Démonstration. Nous avons, d’après [36, Lemme 16, page 372],
L(s,∆) =
∑
n6Z
1
ns
(
∆
n
)
+O
(
Z−σ |∆|1/2+δ
)
.
Alors
L(s,∆)2 =
∑
n6Z
1
ns
(
∆
n
)2
+O
Z−σ |∆|1/2+δ
∣∣∣∣∣∣
∑
n6Z
1
ns
(
∆
n
)∣∣∣∣∣∣+ Z−2σ |∆|1+2δ

De plus, ∑
n6Z
1
ns
(
∆
n
)2 = ∑
n6Z2
d(n, Z)
ns
(
∆
n
)
et ∣∣∣∣∣∣
∑
n6Z
1
ns
(
∆
n
)∣∣∣∣∣∣≪
∑
n6Z
1
nσ
≪
logZ si σ > 1Z−σ+1 sinon
≪ Zδ + Z−σ+1.
Dans la suite, µ désignera la fonction de Möbius. Nous avons alors,
pour tout ∆ ∈ D et tout a = α+ iβ,
L(a,∆)−1 =
∞∑
m=1
µ(m)
(
∆
m
)
m−a.
De plus, si α > 1,
L(a,∆) > ζ(α)−1 ≫ 1
(voir [36, Lemme 16]). Nous pouvons donc récrire la somme S±(s, a, Y ),
pour α > 1, sous la forme
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S±(s, a, Y ) = ∑
n6Z2
∑
m,ℓ>1
d(n, Z)
ns
µ(m)µ(ℓ)
(mℓ)a
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
nmℓ
)
+
+O
 ∑
|∆|6Y
(
Z−2σ |∆|1+δ + Z−2σ+1 |∆|1/2+δ + Z−σ+δ |∆|1/2+δ
)
et donc
S±(s, a, Y ) = ∑
n6Z2
∑
m,ℓ>1
d(n, Z)
ns
µ(m)µ(ℓ)
(mℓ)a
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
nmℓ
)
+
+O
(
Y 2+δZ−2σ + Y 3/2+δZ−2σ+1 + Y 3/2+δZ−σ+δ
)
.(5.1)
Nous allons maintenant séparer le terme principal en deux parties,
selon que l’entier nmℓ est un carré ou non. Nous noterons donc
S±⊠ (s, a, Y, Z) =
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ non carré
d(n, Z)
ns
µ(m)µ(ℓ)
(mℓ)a
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
nmℓ
)
et
S± (s, a, Y, Z) =
∞∑
u=1
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n, Z)
ns
µ(m)µ(ℓ)
(mℓ)a
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
u2
)
.
Commençons par la contribution des nmℓ non carrés.
Lemme 5.5. Pour tout s = σ+ iτ , tout a = α+ iβ avec α > 5/4 et tout
δ > 0,
S±⊠ (s, a, Y, Z)≪ Y 1/2 + Y 1/2Z−2σ+5/2+δ.
Démonstration. D’après le lemme 15 de [36], pour tout entier ℓ > 1 qui
n’est pas un carré et pour tout δ > 0,
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
ℓ
)
≪ ℓ1/4+δY 1/2.
De plus, d(n, Z)≪ nδ pour tout δ > 0. Ainsi nous obtenons
S±⊠ (s, a, Y, Z)≪ Y 1/2 ·
∑
n6Z2
1
nσ−1/4−2δ
· ∑
m,ℓ>1
1
(mℓ)α−1/4−δ
.
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Nous avons
∑
n6Z2
1
nσ−1/4−2δ
≪
1 si σ > 5/4 et δ assez petitZ−2σ+5/2+δ si σ 6 5/4
≪ 1 + Z−2σ+5/2+δ.
et
∑
m,ℓ>1
1
(mℓ)α−1/4−δ
=
∑
m>1
1
(m)α−1/4−δ
2
≪ 1
car α− 1/4− δ > 1 pour δ suﬃsament petit.
Passons à la contribution des nml carrés, donnant le terme principal
de l’estimation.
Lemme 5.6. Pour tout s = σ + iτ avec σ > 1/2, tout a = α + iβ avec
α > 3/2 et σ < α et tout δ > 0,
S± (s, a, Y, Z) = c(s, a)Y +O(Y Z1/2−σ+δ + Y 1/2Z2−2σ+δ + Y 1/2),
où c(s, a) est la constante donnée dans la proposition 5.1.
Démonstration. Rappelons que
S± (s, a, Y, Z) =
∞∑
u=1
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n, Z)
ns
µ(m)µ(ℓ)
(mℓ)a
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
u2
)
.
Nous noterons ϕ l’indicatrice d’Euler et
ψ(u) =
3/8 si u est impair ;1/2 si u est pair.
D’après [36, Lemme 15], pour tout entier u > 1 et tout Y > 0,
∑
∆∈D±(Y )
(
∆
u2
)
= u−1ψ(u)ϕ(u)
( ∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)q−2
)
Y +O(uY 1/2).
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De plus, comme précisé à la remarque 5.4, d(n, Z) = d(n) si n 6 Z et
sinon
d(n, Z)≪ nδ,
pour tout δ > 0. Par ailleurs, ϕ(u) 6 u, donc
u−1ψ(u)ϕ(u)
∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)q−2 ≪ 1.
Nous obtenons donc
S± (s, a, Y, Z)
= Y
∞∑
u=1
ψ(u)ϕ(u)
u
∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)
q2
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n, Z)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
+O
Y 1/2
∞∑
u=1
u
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α

= Y
∞∑
u=1
ψ(u)ϕ(u)
u
∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)
q2
∑
n6Z
m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
+O
Y
∞∑
u=1
∑
Z<n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
+ Y 1/2
∞∑
u=1
u
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α

= Y
∞∑
u=1
ψ(u)ϕ(u)
u
∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)
q2
∑
n,m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
+O
2Y
∞∑
u=1
∑
n>Z
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
+ Y 1/2
∞∑
u=1
u
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
 .
(5.2)
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Vériﬁons maintenant que le nombre multipliant Y dans le terme prin-
cipal de (5.2) est bien la constante
c(s, a) =
ζ(2s)2
2
∏
p
premier
(1− 1
p2
)(
1− 1
p2s
)2
+
+
(
1− 1
p
)(
1
p2a
+
1
p2(a+s)
− 4
pa+s
− 1
p4s
+
3
p2s
))
.
Exprimons donc
∞∑
u=1
ψ(u)ϕ(u)
u
∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)
q2
∑
n,m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
sous la forme d’un produit eulérien. On a, pour tout u > 1,
ψ(u)
∞∑
q=1
(2u,q)=1
µ(q)
q2
=
1
2ζ(2)
∏
p premier
p|u
(
1− 1
p2
)−1
.
De plus, la fonction arithmétique
u 7→ ϕ(u)
u
∏
p premier
p|u
(
1− 1
p2
)−1 ∑
n,m,ℓ>1
nml=u2
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
est multiplicative. Nous pouvons donc écrire
∞∑
u=1
ϕ(u)
u
∏
p premier
p|u
(
1− 1
p2
)−1 ∑
n,m,ℓ>1
nmℓ=u2
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
=
∏
p
premier
(
1 +
∞∑
r=1
ϕ(pr)
pr
(
1− 1
p2
)−1 ∑
n,m,ℓ>1
nml=p2r
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
)
.
De plus, pour tout nombre premier p et tout nombre entier r > 1,
ϕ(pr)
pr
=
(
1− 1
p
)
.
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Par ailleurs, les termes de la somme
∑
n,m,ℓ>1
nmℓ=p2r
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
sont nuls sauf si (m, ℓ) ∈ {(1, 1), (1, p), (p, 1), (p, p)}. Nous avons donc
∑
n,m,ℓ>1
nml=p2r
d(n)µ(m)µ(ℓ)
ns(mℓ)a
=
d(p2r)
(p2r)s
− 2 d(p
2r−1)
(p2r−1)spa
+
d(p2r−2)
(p2r−2)sp2a
=
2r + 1
p2rs
− 2 2r
p(2r−1)spa
+
2r − 1
p(2r−2)sp2a
=
1
p2rs
(
2r
(
1− 2
pa−s
+
1
p2(a−s)
)
+ 1− 1
p2(a−s)
)
=
1
p2rs
2r(1− 1
pa−s
)2
+ 1− 1
p2(a−s)
 .
Maintenant,
∞∑
r=1
1
p2rs
2r(1− 1
pa−s
)2
+ 1− 1
p2(a−s)

=
1
p2s
2(1− 1
pa−s
)2 (
1− 1
p2s
)−2
+
(
1− 1
p2(a−s)
)(
1− 1
p2s
)−1
=
(
1− 1
p2s
)−2 ( 1
p2a
+
1
p2(a+s)
− 4
pa+s
− 1
p4s
+
3
p2s
)
.
Ainsi, la constante du terme principal de (5.2) est égale à
1
2ζ(2)
∏
p
premier
1 + (1− 1
p
)(
1− 1
p2
)−1 (
1− 1
p2s
)−2
×
×
(
1
p2a
+
1
p2(a+s)
− 4
pa+s
− 1
p4s
+
3
p2s
))
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et en mettant ζ(2)ζ(2s)2 en facteur, celle-ci est égale à
ζ(2s)2
2
∏
p
premier
(1− 1
p2
)(
1− 1
p2s
)2
+
+
(
1− 1
p
)(
1
p2a
+
1
p2(a+s)
− 4
pa+s
− 1
p4s
+
3
p2s
))
.
Pour terminer la preuve, il nous reste à calculer le terme d’erreur dans
(5.2), à savoir
Y
∞∑
u=1
∑
n>Z
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
+ Y 1/2
∞∑
u=1
u
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
.
Nous aurons besoin de l’estimation suivante : pour tout nombre entier
u > 1 et tout δ > 0,
#{(m, ℓ) ∈ N2, mℓ | u} 6 d(u)2 ≪ uδ.
Nous avons, pour δ > 0 suﬃsamment petit,
∞∑
u=1
∑
n>Z
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(ml)α
≪ ∑
m,ℓ>1
(mℓ)−α+σ−δ
∑
u>
√
mℓZ
mℓ|u2
u−2σ+2δ
≪ ∑
m,ℓ>1
(mℓ)−α+σ−δ(
√
mℓZ)1−2σ+2δ
≪ Z1/2−σ+δ ∑
m,ℓ>1
(mℓ)1/2−α
≪ Z1/2−σ+δ
puisque σ > 1/2 et α > 3/2. Enﬁn,
∞∑
u=1
u
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
≪
∞∑
u=1
u1−2σ+2δ
∑
m,ℓ
ml|u2
mℓ>u2/Z2
(mℓ)σ−α−δ
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Or, puisque σ < α,
∑
m,ℓ
ml|u2
mℓ>u2/Z2
(mℓ)σ−α−δ ≪
#{(m, ℓ),mℓ | u
2} · 1 si u 6 Z
#{(m, ℓ),mℓ | u2} ·
(
u2
Z2
)σ−α−δ
si u > Z
≪
u
δ si u 6 Z
Z2α−2σ+2δu2σ−2α+δ si u > Z.
Donc, pour δ assez petit,
∞∑
u=1
u
∑
n6Z2
m,ℓ>1
nmℓ=u2
1
nσ−δ(mℓ)α
≪ ∑
u6Z
u1−2σ+3δ + Z2α−2σ+2δ
∑
u>Z
u1−2α+3δ
≪ max{1, Z2−2σ+δ}+ Z2−2σ+δ
≪ Z2−2σ+δ + 1.
D’après les lemmes 5.5 et 5.6 et la relation (5.1), nous déduisons que,
pour tout s = σ + iτ avec σ > 1/2, tout a = α + iβ avec α > 3/2 et
σ < α et tout δ > 0,
S±(s, a, Y ) = c(s, a)Y+O
(
Y 2+δZ−2σ + Y 3/2+δZ−2σ+1 + Y 3/2+δZ−σ+δ+
+Y 1/2 + Y 1/2Z−2σ+5/2+δ + Y Z1/2−σ+δ + Y 1/2Z2−2σ+δ
)
.
Posons alors k = 2/3 pour obtenir
S±(s, a, Y ) = c(s, a)Y +O
(
Y max{13/6−4σ/3+δ,3/2−2σ/3,1/2+δ}
)
.
Ceci clôt la démonstration de la proposition 5.1.
5.2 Démonstration de la proposition 4.12
L’estimation de la proposition 5.1 nous permet maintenant de démon-
trer la proposition 4.12 donnant certaines sommes arithmétiques dont
nous avons eu besoin pour la preuve du théorème 4.4.
Rappelons, avant de la démontrer, l’énoncé de cette proposition et
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les notations utilisées. Soient ∆ ∈ D et L est le corps quadratique de
discriminant ∆. Rappelons que pour tout nombre réel u > 0,
log+(u) = max{1, log u}.
Nous noterons alors
c∆ =
γ∆λ∆hLRL
wLζL(2) |∆| , c
∗
∆ =
√√√√hLRL log+(hLRL)
|∆| ,
avec
γ∆ =
γ
− = 2π si ∆ < 0
γ+ = 8 si ∆ > 0
, λ∆ =
λ
− = 2π, si ∆ < 0
λ+ = 4 si ∆ > 0
et enﬁn,
δ∆ = max
1, |∆|
1/4
√
2
 .
Proposition 5.7. Soient Y > 1 et B > 1 des nombres réels.
1.
∑
∆∈D±(Y )
c2∆ = c
±
0 log(Y ) +O(1), où
c±0 =
(γ±)2
2
∏
p
(
1− 7p−3 + 7p−4 − p−7
)
.
2.
∑
∆∈D±(Y )
c2∆ log(δ
2
∆) =
1
4
c±0 log
2(Y ) +O(log Y ).
3.
∑
∆∈D±(Y )
c∗∆c∆
δ∆
= O((log Y )3/2).
4.
∑
∆∈D±(Y )
(c∗∆)
2 = O(Y 1/2 log Y ).
5.
∑
∆∈D±(Y )
(c∗∆)
2 log
(
B1/4
δ2∆
)
= O
(
Y 1/2 log Y log
(
2B1/4
Y 1/2
)
+ Y 1/2 log Y
)
.
Démonstration. 1. On a, d’après la proposition 5.1, pour tout δ > 0,
∑
∆∈D±(Y )
L(1,∆)2
L(2,∆)2
= c(1, 2)Y +O(Y 5/6+δ)
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où
c(1, 2) =
ζ(2)2
2
∏
p premier
(
1− 7p−3 + 7p−4 − p−7
)
.
En utilisant les égalités
(5.3)
λ±h∆R∆
w∆ |∆|1/2
= L(1,∆) et ζ∆(2) = ζ(2)L(2,∆),
on obtient :
c2∆ = (γ
±)2ζ(2)−2
L(1,∆)2
|∆|L(2,∆)2 .
Par la formule sommatoire d’Abel, on en déduit que
∑
∆∈D±(Y )
c2∆ =
(γ±)2
ζ(2)2
(
c(1, 2)Y +O(Y 5/6+δ)
Y
+
+
∫ Y
1
c(1, 2)u+O(u5/6+δ)
u2
du
)
=
(γ±)2
ζ(2)2
c(1, 2) log Y +O(1).
2. Remarquons que le seul discriminant ∆ tel que δ∆ = 1 est ∆ = −3.
Ainsi, par ce qui précède et une transformation d’Abel,
∑
∆∈D±(Y )
c2∆ log(δ
2
∆) =
∑
∆∈D±(Y )
c2∆ log

√
|∆|
2
+O(1)
=
(
c±0 log(Y ) +O(1)
)
log
(√
Y
2
)
−
−
∫ Y
1
c±0 log(u) +O(1)
2u
du+O(1)
=
1
2
c±0 log
2(Y )− 1
4
c±0 log
2(Y ) +O(log Y ).
=
1
4
c±0 log
2(Y ) +O(log Y ).
3. D’après le théorème de Siegel, h∆R∆ ≪ |∆|, donc
c∗∆c∆
δ∆
≪ (h∆R∆)
3/2
w∆ζ∆(2) |∆|7/4
(log Y )
1
2 ≪
(
h∆R∆
|∆|3/2
) 1
2 L(1,∆)
L(2,∆)
√
|∆|
(log Y )
1
2
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toujours d’après les relations (5.3). Or
(5.4)
∑
∆∈D±(Y )
h∆R∆ ≪ Y 3/2
(voir [36, p.369] par exemple). Ainsi, d’après l’inégalité de Cauchy-
Schwarz,
∑
∆∈D±(Y )
c∗∆c∆
δ∆
≪
( ∑
∆∈D±(Y )
h∆R∆
|∆|3/2
) 1
2
( ∑
∆∈D±(Y )
L(1,∆)2
L(2,∆)2 |∆|
) 1
2
(log Y )
1
2
≪ (log Y )3/2
4. On a
(c∗∆)
2 =
h∆R∆ log
+(h∆R∆)
|∆| .
Étant donné que log+(h∆R∆)≪ log Y et la relation (5.4),∑
∆∈D±(Y )
(c∗∆)
2 ≪ Y 1/2 log Y.
5. On utilise le résultat 4 et une sommation d’Abel, de la même ma-
nière qu’au deuxième point de cette démonstration.
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